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XXXI. 
SUR LA THÉORIE DES VARIATIONS DES LATITUDES 


«Acta mathematica », t. 22, 1808, pp. 201-357. 


INTRODUCTION. 


1. Je présente dans ce Mémoire l’ensemble de quelques articles que 
j'ai publiés en 1895 sur la théorie des variations des latitudes ©). Je ne ferai 
pas ici l’histoire de cette question, qui est si importante dans l’astronomie 
et la mécanique céleste. Dans le second volume de son traité de mécanique 


s 


céleste TISSERAND a consacré deux chapitres à lexposition particularisée 
des travaux désormais classiques sur ce sujet. Je renvoie donc à cet ouvrage 
pour citer les grands travaux de M. DARWIN, de M. SCHIAPARELLI, de 
M. HELMERT, de GYLDÉN etc. En général les auteurs cherchent les causes 
des variations des latitudes géographiques dans les actions géologiques, 
Pélasticite, la plasticité terrestre, dans les explosions volcaniques, les troubles 


(1) Sulla teoria dei moti del polo terrestre (« Atti della R. Accademia delle Scienze di 
Torino», vol. 30, 3 février 1895); [in questo vol.: VI, pp. 108-112]. 

— Sul moto di un sistema nel quale sussistono moti interni stazionarii (id., 3 mars 1895); 
[in questo vol.: VII, pp. 113-121]. 

— Sopra un sistema di equazioni differenziali (id., 31 marzs 1895); [in questo vol.: 
VIII, pp. 122-128]. 

— Un teorema sulla rotazione dei corpi e sua applicazione al moto di un sistema nel 
quale sussistono moti interni stazionarii (id., 5 mai 1895); [in questo vol.: IX, pp. 129-140]. 

— Suimoti periodici del polo terrestre (id., 5 mai 1805); [in questo vol.: X, pp. 141- 
151]. 

— Osservazioni sulla mia Nota: Sui moti periodici del poloterrestre (id., 23 juin 1895); 
[in questo vol.: XI, pp. 152-154]. 

— Sulla teoria dei moti del polo nella ipotesi della plasticità terrestre (id., 9 juin 1805); 
[in questo vol.: XII, pp. 155-165]. 

— Sulle rotazioni permanenti stabili di un sistema in cui sussistono moti interni sta- 
zionarii (« Annalidi Matematica pura ed applicata », t. 23); [in questo vol.: XV, pp. 173- 
186]. 

— Sulla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi ciclici (« Rendiconti della R. Ac- 
cademia dei Lincei,» I1% septembre 1895); [in questo vol.: XIII, pp. 166-169]. ` 

— Sulla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi policiclici («Annali di Mate- 
matica pura ed applicata », t. 24); [in questo vol.; XVI, pp. 187-212]. 

— Sulla teoria dei movimenti del polo terrestre (1% février 1895, « Astronomische Na- 
chrichten,» n° 3291-92); [in questo vol.: V, pp. 87-107]. 
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météorologiques, la production des glaces etc., c’est à dire en général ils 
attribuent le phénomène à des causes qui altèrent la distribution des masses 
sur la surface de la terre. 


2. Mais outre les mouvements dont on vient de parler il y en a d’au- 
tres qui ont lieu à la surface terrestre, et d’autres aussi peuvent subsister 
à l’intérieur (dont la grandeur nous est inconnue) qui, sans changer à cause 
de leur nature cyclique les axes d’inertie de la terre ni la grandeur des 
moments d'inertie, ni la distribution des masses non plus, peuvent exercer 
une action puissante sur le déplacement des pôles de la terre. 

Parmi ces mouvements on peut citer les courants marins constants, 
les courants atmosphériques, le mouvement continu des eaux des fleuves 
jusqu’à la mer, leur évaporation et la condensation successive de la vapeur 
sur les montagnes. Ces mouvements ne changent sensiblement la distribution 
des masses, ni la forme de la terre et l’on peut même dans une première 
approximation les regarder comme des mouvements stationnaires. Par rap- 
port aux mouvements de la même nature qui peuvent exister à l’intérieur 
de la terre on ne peut rien affirmer sur leur grandeur. 

Montrons d’une manière tout à fait élémentaire leur influence sur la 
rotation. 


3. À cet effet, envisageons un corps dont les axes d'inertie soient 
č, N, Č et supposons qu’à son intérieur ou à sa surface il y ait un mouve- 
ment stationnaire d’une partie de la matière dont il est constitué. Ce mou- 
vement qui aura lieu sous l’action de forces internes ne changera ni la forme 


ni la distribution des densités. Pour fixer les idées, supposons que le corps 


soit homogène et, par l'effet de forces internes, un tore de révolution PQ 
tourne relativement au corps autour de son axe VV’ avec une vitesse angulaire 
constante, tandis que la partie résidue du corps soit rigide; ou plus en général 
le long d’un tube quelconque PQ ait lieu une circulation constante d’un fluide 
homogène. Le centre de gravité du corps, lex axes d’inertie et les moments 
d'inertie A , B,C ne changeront pas. 
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Soient #,,",,m, les moments, par rapports aux axes č, , ®©, des 
quantités de mouvement dues aux mouvements stationnaires internes guels 
qu'ils soient. Si le système a un mouvement de rotation autour du centre de 
gravité O, et si les composantes de la vitesse angulaire sont 2,4 ,7, les 
moments des quantités de mouvement dûs au mouvement absolu de tout le 
système, par rapport aux axes č, , %6, seront 


Ap + m, , Bg + m, Cr+ m. 


Supposons que le système ne soit pas soumis à des forces externes, alors le 
couple de quantité de mouvement sera constant et son axe aura une direc- 
tion constante. Soit z un axe fixe parallèle à cette direction; x,y soient des 
axes fixes situés dans le plan invariable et représentons par la table suivante 
les cosinus des angles que les axes £ ,n,6C forment avec les axes x, y, z: 


PRE RE. 
4 LP. PT 
n | AP MER 
& | Us B3 Y3 


Les trois intégrales des aires seront exprimées par les équations suivantes 
| (Ap + m) à; + (Bg +m.) a, + (Cr + m,) à; =0, 
(1) ; CAP + m.) B: + (Bg +7.) Ba + (Cr + m) B, =0, 
(Ap + m.) Yı + (Bg +») Ya + (Cr + m) Ys =K, 


K étant la grandeur constante du couple de quantité de mouvement. Dé- 
rivons ces équations, et ayons égard aux formules de POISSON 


1 dar daz daz 


A T UT ONE , a RR té , a EA G 
dB: PACA | d 

(2) ZEE = Bar — Bag ' F == PEP pA TE = Big — p. 
dy: dyz d 
Le Var =D NT o gN: 


on trouvera 
La, +Ma,+Na,—0o , LB, +MB,+NB,—=0!, Ly, +My: +Ny;=0 
ayant posé 


AL + (C—B)gr+m,g—m,r = L, | 

B + (A—C)rp+mr—mp=M, 
d 

C7 +(B—A)pg+m,p—ma=N. 


On aura donc les équations 
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AŽ 4 (C—B)gr + m,g— m,r =o, 
(3) B + (A—C)rp+mr—mp=0, 


oH + (B— A) pg+m,p—m;q—=0. 


On a bien aisément deux intégrales algébriques de ces équations. En effet 
en les ajoutant après les avoir multipliées par p,g,7, on trouve par une 
intégration 

(4) — (Ap? + Be + Cr°) = 4 = const. 


Si on intégre après les avoir multipliées par Ap + m, , Bg +m,, Cr + m, 
et les avoir ajoutées, on a 


(5) Ap + B°9° +C + 2Am, p + 2Bm,g + 2Cm,r = K, = const. 


Cette intégrale peut s’obtenir aussi des intégrales des aires. En effet en 
écrivant que la grandeur du couple de quantité de mouvement est constant 
on a 


(6) (Ap + m.) + Bg + m)? + (Cr + m) = K°; 
c'est pourquoi 
K? = K, + m + m, +m. 
Supposons maintenant qu’à Pinstant initial le corps tourne autour de l'axe 
d'inertie €, on aura alors i 
p=g=0 , r2z0 


et les équations (3) deviendront 


era 
d 

B = -—M,fT, 
dr 

Cpo 


Cela prouve que si #, et m, ne sont pas nuls, les dérivées de p et g ne seront 
pas nulles; d’où l’on tire que l’axe d'inertie Ọ ne sera pas un axe permanent 
de rotation, mais que cet axe changera. 

En ayant égard aux mouvements internes terrestres de nature cy- 
clique dont nous avons parlé (voir § 2) et en les regardant comme station- 
naires, on voit qu’ils n’altéreront ni la forme ni la distribution des masses 
de la terre, et cependant ils pourront donner lieu à des valeurs de m, et #2, 
qui ne sont pas nuls; c’est pourquoi ils pourront changer laxe de rotation 
de la terre. Pour employer les équations (3) nous avons supposé que les mou- 
vements internes terrestres soient stationnaires, mais même en supposant 
qu'ils ne changent pas la distribution de la matière on pourra admettre que 
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dans certaines époques ils se ralentissent, en d’autres époques ils deviennent 
plus rapides. On voit tout de suite qu’on pourra abandonner l’hypothèse 
des mouvements stationnaires et pour cela il suffira de supposer m, , mM, , mM, 
des fonctions du temps au lieu que des quantités constantes, et alors il 
faudra remplacer les équations (3) par les équations 


d dmr 
| A D + (C— B) gr + m,g — m,r + z == 0, 
(7) lin (Ads € EU PEE vis Pe 
7) E d Jrg +H mr 3Ż di Last 


dm; 


dr ; 
CH tera pk p mng Han 


\ 


qu’on trouvera de la même manière qu’on a employée précedemment. Dans 
ce cas il restera la seule intégrale (6); l'intégrale (4) ne se vérifiera pas. 


4. Le plan des recherches que je me suis proposées est justement d’étu- 
dier d’abord l’action toute seule des mouvements cycliques qui ne changent 
ni la forme ni la distribution des masses sur la terre, et d'étudier après les 
perturbations produites par la plasticité et en général par les mouvements 
qui changent la forme et la constitution de la terre. La première partie a 
été traitée avec détail dans ce mémoire; de la seconde il n’y a qu’un aperçu 
au dernier chapitre. 

Je crois de cette manière d’avoir envisagé la question d’un point de 
vue nouveau. 

Les mouvements cycliques dont nous avons parlé sont appréciables, 
du moins en partie, pour les habitants de la terre, mais un observateur qui 
aurait égard seulement à la variation de la forme de la terre et aux varia- 
tions de sa constitution, c’est à dire à la distribution des masses, ne s’en 
apercevrait pas. C’est pourquoi par rapport à ses observations il pourrait les 
appeler, en suivant une locution très-heureuse introduite par HERTZ, des 
mouvements cachés. 

Nous arrivons par là à une liaison entre le sujet de ce mémoire et les 
idées imaginées par HERTZ en systématisant celles de HELMHOLTZ et de 
MAXWELL, et dont la base est la théorie des mouvements cycliques. 

Rappelons à ce propos la pensée fondamentale développée par HERTZ 
dans son dernier ouvrage. Il dit que la seule loi qui gouverne tous les phé- 
nomènes naturels est la loi d'inertie, entendue dans un sens plus général 
que celui attaché à cette loi par NEWTON. C'est la loi d'inertie généralisée 
à tout système matériel soumis à des liaisons quelconques. Cette loi sub- 
siste pour l’ensemble complet constitué des masses que nous envisageons 
et d’autres qui nous sont cachées. En examinant les premières il peut paraître 
que leurs mouvements ne suivent pas la loi d’inertie, mais la loi ressort lors- 
qu’on envisage les unes et les autres. 

Tandis que dans la mécanique classique si la loi d'inertie n’est pas véri- 
fiée il faut chercher les causes externes ou les forces qui produisent les alté- 
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rations de l’état du corps, en suivant l’idée de HERTZ il faut chercher des 
mouvements cachés. 

Voyons maintenant comment on peut présenter la question de la varia- 
tion des latitudes: Un corps (la terre) ne suit pas les lois d'EULER de la 
rotation libre d’un corps rigide, comment peut-on expliquer cet éloignement 
de la loi d'inertie? car au fond les lois d'EULER ne représentent que la loi 
d'inertie. 

Il est évident qu’une solution fondée sur l'existence des mouvements 
cycliques dont nous avons parlé, répond très-bien aux idées de HERTZ que 
nous avons indiquées. Nous dirons à ce propos dès à présent qu’on peut dé- 
montrer que toute anomalie qu’on remarque dans la rotation libre d’un 
corps peut être expliquée par des mouvements internes cycliques, qui ne 
changent ni la forme ni la distribution des masses du corps. (Voir Chap. IV, 
Art. Il). 


5. En suivant les idées qu’on vient d'exposer, j'ai commencé l'étude 
en partant de l’hypothèse plus simple que les mouvements internes soient 
stationnaires. En remarquant que par la seule inertie ils ne pourraient pas 
se conserver en général de cette nature, on peut chercher les actions mu- 
tuelles que les mouvements cycliques et le mouvement de rotation exercent 
entre eux. ; 

On arrive par là à une question très-générale et on voit bien aisément 
qu’il est avantageux de se poser à ce point de vue dans la question du mou- 
vement terrestre, car on peut pousser la recherche jusqu’aux réactions exer- 
cées par la rotation sur le mouvement interne. 

Mais en envisageant de cette manière la question, j'ai reconnu qu'il 
y a encore un autre intérêt, dont je vais parler: un intérêt qu’on pourrait 
appeler analytique et fonctionnel. 

On connaît très-bien la relation qui subsiste entre les transcendantes 
elliptiques et la théorie de la rotation libre d’un corps rigide. D’après les 
mémoires classiques de JACOBI, cette théorie conscitue une des plus belles 
applications des fonctions Jacobiennes. Or la recherche des rapports entre 
les mouvements cycliques et la rotation est (comme on le voit tout d’abord) 
un problème beaucoup plus compliqué que celui de JACOBI de la rotation 
d'un corps rigide; cependant je montrerai que ce sont toujours les fonctions 
elliptiques et Jacobiennes qui suffisent pour la résolution complète de la 
question, même dans le cas le plus général. Je donnerai en effet dans ce mé- 
moire la solution complète. On verra que ces transcendantes paraissent 
toujours sous des expressions rationnelles ou sous des exponentielles, mais 
d’une manière différente que dans la solution de JACOBI. 

Nous allons donner en peu de mots une idée de ces résultats et pour 
cela nous faisons usage dès à présent de la terminologie d'HELMHOLTZ ©), 
qu’on va rappeler. Les coordonnées indépendantes d’un système peuvent 


(2) Principien der Statik monocyklischer Systeme, «Crelle’s Journal», Bd. 97. 
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être classées en deux catégories: les coordonnées cycliques et les paramètres. 
Les premières existent dans un système lorsqu’il y a des mouvements pos- 
sibles qui n’altèrent pas la distribution des masses et qui produisent un 
échange cyclique des masses. Un mouvement est dit cyclique lorsqu'on peut 
se borner à considérer dans l’expression de la force vive les termes qui dépen- 
dent seulement des intensités cycliques ©. Il est évident qu’un mouvement: 
rigoureusement cyclique n’existera que si tous les paramètres seront constants. 

Cela posé, envisageons un système dont les liaisons n’empêchent pas 
la rotation autour d’un point. Les variables qui déterminent sa configura- 
tion seront, outre celles qui définissent la position variable d’un système 
d’axes ayant l’origine dans le point fixe, un certain nombre de coordonnées 
cycliques et de paramètres. Nous supposerons que les coordonnées cycliques 
et les paramètres suffisent pour définir le mouvement relatif par rapport aux 
axes. Nous regarderons ce mouvement comme le mouvement interne du 
système et nous supposerons qu'il soit cyclique. 

Faisons d’abord l'hypothèse que les axes soient fixes et que les para- 
mètres soient constants. Si on abandonne le système à son inertie, les mo- 
ments cycliques et par conséquent les intensités cycliques seront des quan- 
tités constantes. C’est pourquoi dans ce cas Ze mouvement sera dans le même 
temps adiabatique et isocyclique. 

Supposons maintenant que les axes puissent tourner librement et le 
mouvement interne soit maintenu isocyclique, les paramètres étant con- 
stants. C’est le cas d’un système dans lequel existe un mouvement interne 
stationnaire. 

Alors, si le système n’est soumis à aucun couple de rotation, nous 
démontrerons au chapitre ĮI que, Zs composantes de la rotation seront des 
fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles que les axes d'inertie 
du système forment avec des axes fixes seront des fonctions uniformes du temps, 
représentables par des fonctions Jacobiennes. 

On peut demander dans ce cas s’27 faut des forces pour maintenir station- 
naire le mouvement interne. On trouve qu’en général elles sont nécessaires et 
qu'on peut en déterminer les expressions par des fonctions elliptiques du temps. 

La nécessité des forces dont nous venons de parler prouve que de la même 
manière que le mouvement interne altère la rotation, celle-ci a en général une 
influence sur les mouvements internes. C’est pourquoi on peut se poser la ques- 
tion suivante: À l'intérieur dun système qui peut tourner autour d'un point 
fixe et qui est abandonné à son inertie existent des mouvements cycliques quel- 
conques (les paramètres étant constants). Comment a lieu la rotation et quelles 
lois suivent les intensités cycliques, à cause des actions mutuelles que ces mou- 
vements exercent entre eux? 

Cette question, qu’on peut appeler le problème général du mouvement 
adiabatique, paraît au premier abord très-compliquée car on peut imaginer 


(3) Le cas appelé d’ignoration of coordinates avait été examiné par THOMSON et TAIT, 
Treatise on natural philosophy. Vol. I, Part. I, Art. 310. 
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les mouvements cycliques internes d'une manière tout à fait arbitraire. Ce- 
pendant nous montrerons au chapitre IV qu’on peut la résoudre complète- 
ment en employant un théorème par lequel on ramène ce cas à celui d’un 
mouvement isocyclique, de manière que même dans ce cas Zes composantes 
de la rotation sont des fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles 
que les axes mobiles forment avec les axes fixes s'expriment par des fonctions 
Jacobiennes. En outre, les intensités cycliques sont des fonctions elliptiques 
du temps. Le problème peut être aussi généralisé en regardant comme iso- 
cyclique une partie seulement des mouvement internes et en supposant 
que les forces correspondantes aux autres coordonnées cycliques soient nul- 
les, et la solution s'obtient toujours de la même manière. On voit par là que 
le champ des problèmes sur la mécanique des systèmes d’où ressortent les 
fonctions elliptiques et Jacobiennes est beaucoup plus large que celui com- 
pris dans les recherches classiques de JACOBI, car il embrasse le problème 
général du mouvement adiabatique et isocyclique d’un système quelconque. 

6. Il nous reste à indiquer.de quelle manière a été faite la division en 
chapitres du mémoire. | 

Les premiers trois chapitres traitent du mouvement d’un système à l’in- 
térieur duquel existent des mouvements stationnaires. Dans le premier cha- 
pitre il y a une étude géométrique faite avec les vues de POINSOT; le second 
chapitre renferme la solution analytique complète, et le troisième est con- 
sacré à la recherche des rotations permanentes, de leur stabilité, des oscil- 
lations du pôle autour de ses positions stables et des perturbations cor- 
respondantes de la période eulérienne. 

Le quatrième chapitre traite en général des mouvements cycliques et 
renferme les résultats dont nous venons de donner un aperçu. 

Dans le cinquième chapitre, après l’étude du cas général des mouve- 
-ments internes qui n’altèrent ni la forme ni la distribution des masses, et 
la résolution du problème de déterminer les mouvements internes, étant 
donné d’une manière arbitraire le mouvement du pôle, on trouvera quel- 
ques applications au mouvement de la terre. J'ai cherché, par des calculs 
approximatifs, de déterminer les mouvements internes cycliques qui cor- 
respondent aux mouvements harmoniques du pôle découverts par M. CHAND- 
LER *). Cet éminent astronome a trouvé dans le mouvement du pôle une 


(*) La determinazione della polodia viene oggi effettuata dagli astronomi con accurate 
determinazioni di latitudine, eseguite sis/ematicamente in vari Osservatori astronomici come 
pure in alcune stazioni geodetiche espressamente dedicate a tali misure. E dall’insieme delle 
osservazioni eseguite nella prima metà del secolo presente, è risultato che: 

1° Il polo di rotazione si, mantiene sempre molto vicino al polo d’inerzia; onde la 
polodia si svolge tutta dentro un’area quadrata di dieci o dodici metri di lato. 

2° La polodia ha una forma estremamente irregolare, nella quale però si possono gros- 
solanamente individuare due termini periodici. E cioè un termine principale del periodo di 
433 giorni, che è il termine di CHANDLER; ed un termine secondario di periodo annuo che 
sembra dovuto a variazioni annue dei momenti d’inerzia terrestre per influenze meteorolo- 


giche [N.d.R.]. 
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période d’environ 430 jours. Si le couple de quantité de mouvement des 
mouvements internes avait une composante dans la direction de l’axe ter- 
restre égale à 1/1053 du couple de quantité de mouvement de la terre sup- 
posée rigide, la période eulérienne deviendrait celle de M. CHANDLER. 

Sans discuter ce résultat, je cherche quels seraient les mouvements 
internes cycliques capables de déterminer dans le pôle mouvement har- 
monique ayant la période annuelle dont M. CHANDLER a déterminé les élé- 
ments. Les résultats obtenus sont renfermés dans quelques théorèmes qui 
sont énoncés au $ 3 de l'Art. V. 

Je remarquerai ici seulement que laxe du couple de quantité de mou- 
vement correspondant oscille de manière que la projection sur l'équateur de 
son extrémité (l'origine étant au centre de la terre) décrit une ellipse dont j'ai 
calculé la grandeur des axes, et dont le grand axe est situé dans le méridien ayant 
la longitude de 45° W (par rapport au méridien de Greenwich) c’est à dire dans 
le méridien qui passe au milieu de l'océan atlantique. 

Enfin le dernier chapitre renferme un aperçu des perturbations qu’on 
a dans les lois précédemment trouvées par l’hypothèse de la plasticité ter- 
restre. Cette étude est à peine ébauchée; c’est pourquoi j'espère de pouvoir 
exposer dans un autre mémoire des nouvelles études dans cette direction, 
ainsi que dans l’hypothèse générale des mouvements cycliques lorsque les 
paramètres ne sont pas constants et de pouvoir enfin approfondir les appli- 
cations de ces recherches. 


CHAPITRE l. 


L'étude géométrique de la rotation d’un corps dans lequel existe 
un mouvement interne stationnaire. 


ATTIicre T, 


1. Il est possible de se faire une idée claire du mouvement sans recourir 
à l’intégration complète des équations différentielles (3). Il suffit pour cela 
d'envisager les intégrales algébriques de ces équations, qu’on a trouvées 
(Introduction $ 3) de la même manière que POINSOT a fait dans ses recher- 
ches sur la rotation libre d’un corps. 
Nous commencerons par nous proposer la solution des deux problèmes 
suivants: 
1° Déterminer toutes les positions de l’axe instantané de rotation 
par rapport au corps en mouvement. 
2° Déterminer la vitesse angulaire de rotation du corps pour chaque 
position de l’axe. 
Soit 


Ge) AË+ Bn+ CẸ= 1 
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l'équation de l’ellipsoïde d'inertie par rapport au centre de gravité O et soit 
P son intersection avec l’axe de rotation. On peut appeler P le póle et la 
courbe qu'il décrit sur l’ellipsoïde la po/odie. 

Si l’on pose 


OP=r , o=]FF7FF 
on aura que les coordonnèes du pôle seront 
(22) Emph mn =p ET te pr 
d’où (voir (4) et (I4)) 

vat 2RN 

o 
c'est à dire 

© — pY24. 


Par suite /a vitesse de rotation sera proportionnelle au rayon vecteur OP. On 
a ainsi la solution de la deuxième question que nous nous sommes proposée. 
On dèduit des équations (2 a) 


D=ËV2h , :g—=nV24 , r=% 
et en substituant dans l'équation (5) 


2 
V2 


(33) A E Ben HCE (Ar, E + Bm, n + Cm, O = _ ; 


Les équations de la polodie seront donc les deux équations (14) et (3 a). 
` La dernière équation peut s’écrire encore 


En EEE ae 


On peut donc envisager la polodie comme l'intersection de l’ellipsoïde d’inertie 
avec l’ellipsoïde ayant pour équation 


2 
A? EL B? n+ C2 (= = 
transporté par une translation de manière que son centre ait pour coordonnées 


Max Moa M3 


A V2% 2h 


dis fr CR CV2% 


La première question est donc aussi résolue. 
2. Dans le cas étudié par POINSOT, le plan tangent à l’ellipsoïde d'inertie 
au pôle est parallèle au plan invariable et il est un plan fixe. Cette propriété 


ne se vérifie pas dans le cas que nous étudions. Cependant on a des propriétés 
analogues qu’il est intéressant d'examiner. 
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Le plan polaire, c’est à dire le plan x qui est tangent à l’ellipsoïde 


d'inertie au pôle, a par rapport aux axes coordonnées č, , € l’équation 
(4 a) AÉ + Bgn + C7% = V24. 


Conduisons les deux droites OK , OM. La première soit l’axe du couple 
de quantité de mouvement; l’autre ait pour projection sur č, y, % les trois 
quantités m, , mM, , mM. On pourra appeler ce dernier vecteur l'axe des mou- 
vements internes. l 

Les coordonnées des points M et K seront respectivement 


Mi; Ma , Ma) 
Ap + m, , Bg + m, Cr + m. 


On tire de là que le plan polaire est toujours perpendiculaire à la droite qui 


va de l'extrémité de laxe des mouvements internes à celle de l'axe du couple 
de quantité de mouvement. La droite MK est donnée par 
ME) VA? p°+ B*9°+ Cr 
et la distance OD entre O et le plan polaire est 
és 
Y A2 p+ B2 g?+ C272 


par suite: /a distance entre le centre de gravité et le plan polaire est en raison 
inverse de la distance entre les extrémités de l'axe des mouvements internes et de 
laxe du couple de quantité de mouvement. 

Par rapport aux axes fixes x , y ,z, l'équation du plan polaire sera 


(Apa, + Bga,+ Cra,) x + (ApB:+ BgB.+ Crb) y 
+ (Apy: + Bgya+ Cry) 2 = V24 
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_ c'est à dire, à cause des équations (1), 
— rat mat Mg %3) À — (M, Bı- Ma Bat Ms B3) Y 
— (M, YF Ma Ya mM Ys) 2 = V2 A. 
Aip R du plan polaire au temps # + dt, sera 
— (M, Q+ Ma nt M3 Q3) À — (M, B+ ma BaH 73 Ba) Y 
— (m, Yı+ M, Yat M, Y3) 2 — (m, da, + m, da, + m, doz) x 
— (m: d+ m, dé m, dpi) y — (m, dit madyat m dy:) 2 = V2, 


c'est pourquoi l'intersection du plan polaire au temps ź et du plan polaire 
au temps ź + df sera une droite du plan 


(m, da: + m, da, + m, da) x + (m, dû, + m, dB,+ m, dB) y 
+ (m, dY,+ m, dYy,+ m, dy) 3: = 0. 


Divisant par dż, et ayant égard aux formules (2) cette équation peut s'écrire 


Mai , Ma Ma Mir s Mo, M3 Mai, Mas M; 
Ur s Lo , X3 x + B: Ba 5 Ps LF + Yr 5 Y2 3 Z —O 
? » 4 Sr ? » 4 sT, ? » 4 T7 


d’où l’on tire 
(5 à) E ANG = 0: 


Cette équation est celle du plan POM. 

La droite PH où se rencontrent les deux plans polaires correspondants 
aux temps #, et ź + dt peut être regardée comme laxe instantané autour 
duquel tourne le plan polaire au temps z. On aura donc: Le plan polaire tourne 
à chaque instant autour de la droite où il rencontre le plan conduit par le pôle 
et par l'axe des mouvements internes. 


3. On peut mener par chaque point de la polodie la droite autour de la- 
quelle le plan polaire doit tourner. Le lieu de ces droites sera une surface 
tangente à l’ellipsoïde d'inertie le long de la polodie et qui sera liée invaria- 
blement au corps en mouvement. Appelons cette surface la surface axiale, 
alors Ze mouvement du corps aura lieu de sort que l’ellipsoide d'inertie roulera 
sur le plan polaire, tandis que celui-ci tournera à chaque instant autour de 
la génératrice où il rencontre la surface axiale. L'équation de la surface 
axiale s’obtiendra par l'élimination de p,g,r, entre les équations (4), (5), 


(4 a)» (5 a). 
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Article TI: 


1. Nous allons généraliser aux mouvements que nous étudions un théo- 
rème bien connu, donné par SYLVESTER pour les mouvements à la POINSOT. 
Posons dans les équations (3) 


I I 1 
RE MS LT PEU 
on aura 
1 d I I : 
sat se t mg mr=o, 
1 dg CE I 
Ge + (Er + mrm p = ©, 


1 dr (7—1) + mp mg 0, 


et les intégrales (4) et (6) deviendront 
$? g? 72 SA 
En PS ap Hi 2A, 
Ż \2 [g 2 Fr cé ik 
(£ +) +(£ + m) + (Z +m) An 


en supposant qu’on change les unités de manière que la constante K soit 
égale à 1. , 


2. Supposons maintenant que l’on compose le mouvement avec une rota- 
tion uniforme w% autour de l’axe du couple de quantité de mouvement. Alors 
les trois composantes de la rotation deviendront 


D=p+o(f+m)= (À) + om., 


a 
5 &` . 
g =g +o(4 +m) = g( 72) + om, 
, A cH o 
r=r+a(2+m)=r( $ ) + om, 
d’où 
pa mM: va 
$ a +o a + o ? 
gb M2 QÈ 
a cban 
r I 2e 7 
~ F c+o 
Posons 
arar d , b+to=b  ,. c+o—=tc, 
a b Na ñ m. 
t Mi , TES Taaa , MEE P 3 ? 
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alors les équations précédentes pourront s’écrire 


PA 


a 


+= Em, 


g ' 
5 +m =L ++ m, 


et par suite on aura 


b BAD pr tris mit =o 


(4m + (GA) + Etm] =o: 


c 


12 12 12 
PRE rah SES =- EACT AN 


Entre les deux quantités constantes % et 4’ subsistera la relation 


Donc si on compose le mouvement que nous étudions avec une rotation uni- 
forme autour de l'axe du couple de quantité de mouvement, la nature du mouve- 
meni ne changera pas; il n'y aura qu'un changement des constantes. ` ` 

Cette propriété est tout à fait analogue à celle qui a été découverte 
par SYLVESTER dans le cas des mouvements à la POINSOT et dont on trouve 
des nombreuses et intéressantes applications dans les travaux de M. DAR- 


BOUX et de HALPHEN. 


Afticle TIF, 


1. Nous consacrerons un chapitre (chapitre III) à l'étude des mouvements 
permanents et à leur stabilité, mais dès à présent nous voulons examiner 
quelques propriétés des mouvements permanents. 


Puisqu’on doit avoir 
Ap + Bg°,.+ Cr° = const., 


un axe de rotation sera permanent lorsque p,g,7 seront constants, c’est 
à dire si l’on aura 2 


dh ii ind 6 
NE CH AR 


30 
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et par suite (voir équations (3)) 


! 


| (C — B) gr + mg — mir = 0, 
(6 à) (A—C)rp +m;r—m:p=0, 
| B—A)97 = mp mg 0 
d’où l’on tire 
(6’.) BSD AAMI A A SRE ETC 
Ká AP + mm: Bg + ma Cr + m 


2. Les points multiples de la polodie se trouvent où les deux surfaces 
(14), (3a) sont tangentes. Les coordonnées du pôle sont 


Vd g r 

V24 ? V2% ’ V24 , 
par conséquent les plans tangents aux deux surfaces au pôle auront pour 
équations 


A (A? +) | — qfy) t B Be + ma) (1 — gar) t C Gr +m (t — &)=$ 


et ils coïncideront lorsque 


Ż g des r 


Aa A m Bg +m  Cr+m 
Donc: Zes axes permanentes de rotation passent par le centre de gravité et par les 
points multiples de la polodie, et si la polodie a un point multiple la vitesse 
de rotation correspondante sera celle de la rotation permanente. 


3. Revenons maintenant aux équations (3). Elles seront satisfaites si l’on 
substitue aux fonctions p (£), g (£) ,r (£) les autres fonctions 


RIT) , m ai , syTn), 
T étant une constante arbitraire; et en remplaçant dans le même temps 
Mis Mas, M3 par — Mr si Ma, — M On pourra énoncer cette propriété en 


disant: Ze mouvement du système peut s'invertir si l’on invertit laxe des mou- 
vements internes. 

Cela posé, supposons que, la polodie ayant un point multiple P., le pôle : 
puisse rejoindre ce point après un temps T. Si Pon invertit le mouvement 
le pôle reviendra au point de départ après le même temps. Mais laxe de 
rotation et la vitesse qui correspondent à P, sont permanents, donc le. pôle 
ne pourrait plus bouger de P,. On a donc: Si Za polodie a un point multiple, 
le pôle s'approchera indéfiniment à ce point sans jamais le rejoindre. 

Cela constitue une différence essentielle entre les mouvements qui ont 
lieu lorsque la polodie a des points multiples, et ceux qui ont lieu lorsque 
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elle n’en a pas. Dans le premier cas la polodie sera une courbe fermée et le 
pôle reviendra au point de départ; dans le deuxième cas le pôle ne reviendra 
au point de départ, mais il s’approchera indéfiniment au point multiple. 


Article IV. 


1. Dans cet article nous particulariserons les formules dans le cas où 
l'ellipsoïde d’inertie a deux axes égaux, et le troisième est plus petit que 
les autres. 

Supposons À = B, et prenons les axes Ë ,n dans le plan de l’équa- 
teur de manière que laxe des mouvements internes soit dans le plan EL. 
Alors on aura m, = 0, et les équations de la polodie deviendront 


A(Ë +n)+CE = 1, \ 


A? (E + n°) + CR z Am E + Cm0) = -5 


ou bien 


AČ ++, 


Ce HAN ES car 2 Ce = EA 
V2} 2h 


Posons pour simplifier 


4e Cm, Hi 
C(C—A)Ÿ24 SZ 


C?m3 + (K—2A#)C(C—A) E 
MAC Gn Ame, |." 
s A 2e M P 
C (C— A) |24 
Les deux équations précédentes s’écriront 
À (E +r) +CC= 1, 
Gb) =:2P (be —E#). 
On déduit de là que /a projection de la polodie sur le méridien qui passe par 
l'axe des mouvements internes, est une parabole dont l'axe est perpendiculaire 
à l'axe de symétrie de l'ellipsoïide. 


Les coordonnées du sommet de la parabole seront č, et & et le semi- 
paramètre sera P. 


2. Le théorème précédent conduit à une construction très simple de 
la polodie, par l’emploi des méthodes bien connues de la géométrie descri- 
ptive. F 

Il suffit de choisir pour 1* plan de projection un plan parallèle à 
l'équateur et de prendre le 24 plan de projection parallèle à laxe de 
symétrie et à l’axe des mouvements internes. L’ellipsoïde d'inertie sera pro- 
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jecté sur le premier plan dans un cercle, et sur le second dans une ellipse. 
La projection de la polodie dans ce plan sera une parabole ayant l’axe paral- 
lèle à l'équateur. On obtiendra donc la polodie en la regardant comme l’in- 
tersection de l’ellipsoïde avec un cylindre dont la directrice est une para- 
bole et qui est perpendiculaire au second plan de projection. C’est pour- 
quoi il n’y a pas du difficulté pour construire la première projection de la 
polodie. 


Fig. 1 bis. 


Par ce procédé nous avons dessiné les projections de plusieurs polodies, 
qu'on a obtenues en changeant la position du sommet et la grandeur du 
daramètre de la parabole. 
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s 


d 
n 
ie 
re 


dasz, 


aa A pm num mn me mm 


ES RS), | E DER 
um 


` és” 
Le Teod 
Su... 


Fig. 4 bis. Fig. 5 bis. 


3. L'avant-dernière figure correspond au cas où il peut arriver une 
inversion des pôles, c’est à dire que le pôle peut passer d’un bout à l’autre 
du petit axe de l’ellipsoïde. 

Pour cela sont nécessaires et suffisantes deux conditions, savoir: 

1° la parabole doit passer par les projections des extrémités du 
petit axe. 
2° le sommet de la parabole doit se trouver à l’intérieur de la pro- 
jection de l’ellipsoïde. , 
Ces conditions seront verifiées lorsqu’on aura 


(7a) | Q=, 
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à 2 ti Lo Lo S 


I 
(8 a) E < TA 
De la première on tire 
mMm, = O, 
et par suite 
K:—2A4. 
či p e s e 
2z} Am: 


Lorsque le pôle sera à un bout du petit axe on aura 


$=0 , q =0 , AAA 
d’où 
Cak a CN 
et par suite 
Cor (C — A): 
me 2j Amı 


Ayant égard à équation (84) on aura 

C73 (C — A) I 

2)Cr° Ami YA 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il arrive l'inversion des 
pôles seront donc 


T 
m: >+) (C—A)r 2 Vo 


4. On peut examiner aussi le cas où l’ellipsoïde d’inertie se réduit à 


une sphère. 
Si A = B =C, les équations de la polodie deviennent 


AAT 


E + man tmb E 


A (E° + n° HH Ta 


La polodie sera donc ERE BERSE de la pa d'inertie avec le plan 


et par conséquent elle sera un cercle de la sphère ayant pour axe l’axe des 
mouvements internes. 

Dans ce cas, les équations (3) sont des équations linéaires qui peuvent 
s'intégrer immédiatement. En effet si on fait coïncider l’axe Ë avec l'axe 
des mouvements internes, elles deviendront 

dp dq m dr 


m 
AEO ey n Fari A So T ER 
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d’où 
. m 
$ =t ~ q = k cos (ZE t + a) ; r = lz sin (Zt + a). 

å: , di, a, étant des constantes arbitraires. 

Le pôle se mouvra sur la polodie avec une vitesse constante et la période 
d’une révolution sera 27xA/m. | 

Dans ce cas l'amplitude de la polodie ne dépendra nullement de la gran- 
_deur de l’axe des mouvements internes, mais seulement de sa direction par 
rapport à l’axe initial de rotation. 


Article V: 


I. Les mouvements des systèmes que nous venons d'étudier géomé- 
triquement et que nous allons étudier analytiquement dans le chapitre 
suivant sont une généralisation des mouvements à la POINSOT. 

Nous consacrerons cet article à réduire les équations différentielles des 
mouvements à la POINSOT, celles que nous étudions et d’autres plus géné- 
rales à un même type. Cette transformation appartient à la partie cinéma- 
tique de la recherche, c’est pourquoi nous la plaçons dans ce chapitre. 

Un mouvement à la POINSOT est le mouvement d’un système d’axes 
qui tourne autour de l’origine fixe de sorte que les composantes de la rota- 
tion ont des rapports constants avec les cosinus des angles que les axes for- 
ment avec une direction fixe. 

Si Y:, Y2, Y} Sont les cosinus, p,g,r les composantes de la rotation 
et a,ġ,c les rapports constants, on aura 


PEER PT OT y, 
d'où l’on tire, à cause des équations de POISSON, (Introduction § 3) 
d dy: | d dya 
eg TAN) bb ri), 
dr d 
= CR A Oa — PY:) 
ou bien 
1, 691-051 + ENAR ET T M Tras nf I 
LR MED = Er» : -g= —7)#9. 
Si nous posons 
abc | $° g? r 
f= (2 x à &2 zF 5) 
a E n 
L= (2+5 +5) 
les équations précédentes pourront s'écrire 
d _ d (fı » 12) dg d (fı `f) dng d (fı , fa) 
di: a MN QE, d(r,2) 0 di d(2,0 
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et on aura 


ia Pfa > fa sih s g 
) fa 3% » Va , 1177 die 


2. Au même type d'équations appartiennent les équations différen- 
tielles du mouvement d’un corps dans lequel existent des mouvements 
internes stationnaires. En effet posons 


h = pass CAR + mi) + (Bg + ma) + (Cr + mo), 


he (A? + Bg° + Cr). 


TE 


Alors on pourra écrire les équations (3) de la manière suivante 


hs sl d (f, f) ; fa) ` dg Æ d (f: , fa) PEI d (fy , dfa, fa) 
AED d(girPUpT le FRA NOl PT Ep 10) 


Pour avoir les cosinus Y, , Y2, Y3, il suffit de construire la fonction 


F=- (Af? + Bg + C7 + 2m, p + 2m,q + 2m;r) 


et l’on aura 
F9 1 © 1 3E 


pa 


A Ro e n UE AL S g 


Q) 


Entre les fonctions: f, , fa, F subsisteront les relations 


h= pare (es) + Gr) + (67) 


I F °F F 
ns —— -y Y — — F). 
fa, 2 ABC (2 a lag t ar 
3. En général si on a un système d’axes en mouvement autour de lori- 
gine fixe et les cosinus des angles qu’ils forment avec une direction fixe sont 


donnés par les formules 
E TON IE: 1 0 
ar 


Lane AET EN né di “Hs 


K étant une constante et F une fonction quelconque de Dudi za on aura à 
cause des équations de POISSON 
PIRE AS. CARE APE. RER dd RNE 
D u 10? à à LV D à 7 ban ee 
Calculons les premiers membres de ces équations, on aura 

d FÆ _ F dp ®F dg | PF dr 

dt p 3p? dt + pq dt © ðr dt’ 

dois. ME AE E VE PT 

dt ðq 3gp dt 3g dt Ÿ Sqor dt? 

ad _ SF dpi SF do, @F dr 

dt ð  orop dt ` ry dt ora dE 
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On tire de là 


LR d 0F, dd 9F 


dt ð ° dt og ‘ dt dr m a PF PF FF] 
woo 1 | or or  æpr | r |" 9° Fia ar agar 
dt H|ôg09 ‘ 09 * og | H PF HF PF 
F 2F 32 F PAT I| 3r 3p L or dg ’ 372 
ard > qy ` X? 
J ra rar e RA a FI e F e 
Le, ler) el tnt mme) Can FAF) | 
RE DE re de 3F 3F CE n 3F 2F 
EIA terre te E rl 
H étant le Hessien de la fonction F. 
Posons 
__ 1 [fSF\  fF\ ET 
a = llaa) + (67) + (5) | 
3F °F 3F 
a pa AE ep 
on aura 
dp _ 1 dlra) 


dt H dQ,r) 
D’une manière tout à fait analogue on trouvera 


dg 1  Z(@r, P2) a. 1 (Pr, P2) ; 


EU. did. 9) 


-o e , 


dt  H. d(r,p) 


Si nous introduisons une variable auxiliare +, telle que 


les équations précédentes pourront s’écrire 


(9 ) dp E (Pr ; P2) dl d (Q1, P2) Le d (Pr , 2) 

dt: dE A: l'on dt : d(2,9 | 
dt ; 

(O4) ae 


Ces équations ont les intégrales ọ, = const., ọ, = const. et s’intègrent 
par une quadrature. - ; 

Les trois premières équations appartiennent au même type d’équa- 
tions qu’on a trouvé auparavant. 


4. Lorsque. F est de 24 degré, ọ, et ®, seront aussi des fonctions de 24 
degré et H sera une quantité constante. 
Alors si on intègre l'équation (104a) on trouve 


t = H (T — To), 


To étant un constante arbitraire. 
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Dans ce cas, en posant 


LAS pe (Gr) + Gr) + GT 


(113) 
3F °F 3F 
L= atra rrF] 


les équations (9), deviennent 


dp _ d(fi,f2) dı __ Alfi, fa) dr _ RA Saa, 


u UUA aie dlr, p) 7 tar  d(p,9) 


Dans la fonction F on peut négliger le terme constant, alors il est aisé de 
remarquér que pour obtenir la fonction 


°F 9F °F 
DATA ES ET 


cr 


il suffit de négliger dans la fonction F les termes de premier degré. 


CHAPITRE Il. 


L’étude analytique de la rotation d’un corps dans lequel existe 
un mouvement interne stationnaire. 


Article I. 


1. Dans le dernier article du chapitre précédent nous avons ramené 
les équations différentielles (3) au type suivant 


db d (fı, fo) 
dt d(g,r) 
dg _ d(f1, fa) 
sea C 
dr _ Alfi fa) 
dt d($,q) 


où f, ,fa sont des fonctions de $,g,r. 


Nous allons par suite commencer par létude général des équations dif- 
férentielles de ce type. 


2. On peut trouver deux intégrales des équations (1 ¿), c’est à dire 


(2 3) fi = const. = A, , .f, = const. = ,, 
ce qu’on vérifie tout de suite par un calcul élémentaire. 
Posons 
AR HRE à ue, à 
(3 2) PS ? q PA , AP RTS, 
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T2 


PENIN DSa E] 


X4 T4 


mers) (A(E E 8) 4] 


X4 X4 T4 
Les fonctions 6, , 9, auront un degré d’homogénéité égal à 2. On a main- 
tenant 
d (fi, fo) ST d (Pr ; Pa) 


d(g,r) r d (x2 , X3) 


aA A X4 dXr —- X1 dX4 X 
ARA yi: dt i 


par suite, la première des équations (1) s'écrira 


X4 dXrı — Xr dX4 Pr d (P1, Pa). 
(4 D) dt Ha d (X2 , x3) 


et de même les deux autres pourront s’ècrire 


Xa dia — a dt _ d(pr,@2) 


(4'5) di TA) e 
ni X4 d3 — X3 dX4 — Z (91, P2) à 
(45) j di CATA 


Enfin on pourra substituer aux deux intégrales (2) les équations 


(5 b) Pioa , EmO; 
Deux quelconques des équations (45), (4'5), (4) auront la forme 
F4 4 (7) it d(gx, pe) 
dt d (Eert) Tirta) 
La dery ry Ertra ‘4 d (Pr, p2) 
x dt d (Etay tey) 


étant 
DORA, GF Tr Mod. 3. 
On en tire 


E dx, — x, dx 2 J à 
(+) O D EH) aO ( x x ) 
r, — © c tn a H i <= 
4 dt pt Pr ia LA 
dr 2P2 992 ) 
— -5 hter) an + Ae anes E 
Lra) ( pes At 
Mais 
i F Xeta) êg; pro) PL perde 6 (= 2) 
Fo rTI FR ji Gp , 
ter) Ro: Lo Pepe i, 104 
par suite l’équation précédente s’écrira 
La) Piy HG) Pr) pr pe pr dpa 
dt Å X (+ 2) dxa Ixa tirta) 
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On pourra donc conclure: si i, ,2,,4,,1, est une permutation quelconque 
d'ordre pair des nombre 1,2,3,4 on aura 


XL: dii — 2, dz.: d (@x , De) 


(6 5) | Fe EX, CRE E 


dt TEET) : 


3. Appliquons aux variables x; une substitution linéaire 
(7 è) t bé rés o = BC y ti 


et soit C le déterminant des coefficients c;,s. Nous supposons que C ne 
s’annulle pas. 
Nous aurons 


[Zi s dtn) ANT epupea, 4 ; 
| Li, s Xiz E. Cis siais Cigsta Es, » PA 
_ (pri pe) Et CR d (P1, P2) Cissy ra 
d 72 , ‘ ( . 

g xp dCs, s Eeg) s4 ) Chi , Gii 


Mais, par un théorème sur les déterminants, on a (® 


C: #42 C; s 
CRE. Fr 3 
C; 


Cissy? 4o S4 


I Cirssi , Giat 


(aE PEN TE A PE E 


par suite léquation (6;) pourra s’écrire 


ss s Cipss1| És, dés, — És, dés, HS Cir ,sı s Ciz,s1 | (pr, Pa) 
Cisa 3 Cia 92 di . $ GELDT Gos d (Es; $ Esa) 
d’où l’on déduit 
(8 ) Es, Es, dés RUE Es, dés, I LAC DE , P2) 
b di CA, ; E4) 


On tire de là qu'une substitution linéaire ne change pas la forme des équations 
différentielles. 


Article 


1. Nous voulons maintenant appliquer les résultats de l’article précédent 
au cas où f, et f, sont des fonctions entières de 2° degré par rapport à p,g,r. 
On aura alors 


AE (üa + aaf + aa’) F angr + As TD + Aie DQ 
+- A4 D + 434% au" + 4, 


Ja= + (ön ° + bag’ F bar’) + barg H barp + bapa 
| + bu P + bug + bur +6. 


Cr 


(4) BALTZER, Theorie und Anwéndungen der Determinanten, III Auflage, page 50. 
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En posant 


on trouvera 
I I 
(9'2) Pr = 7 E B, li ps Xi Xs , Pa = Di bi s Xi Xs 
et par la substitution (7+) on pourra reduire ọ, et ọ, aux formes suivantes 


(oe = g O BEHA EE H A AS HA ED, 
(10 5) 
(a=té+rere+e 


Il suffit pour cela que l’on ait 


22, bis Cih Csh S 1, 


II ALZ Rk 
S 5) 2: EX, bijs Cih lsk STO, N S ) 
é 15) | 2; >, Ai, s Ci,h Cs,h T Àz , (h = A) 

+ Dr di,s Ci,h Cs k TO. 


Les quantités À; seront les racines de l’équation de quatrième degré par rap- 
port à À 
ZSNES Abr saiz: — UPS s 137 — LU , Arg Er Abr 
À ai — Abar » a22 — Abaz » A3 a Abaz » ET a Aba 

I2 f = ; 
( ż) i C ) dax AT UMR ’ 32 TNTE À , a33 ee Nö , A34 Fe Aba 


Aja dber syam Mg s Aa TADS dga — M4 
Par suite, si B est le discriminant de la forme ọ,, on aura 


rA) = B (À — À) REEN) (ATAA REAA 


2. Supposons que les racines soient différentes*entre elles. 

Soient &,,, les éléments adjoints aux éléments du déterminant (123). 
Nous les désignerons par un suffixe a”, lorsqu'on remplacera À par à. 

On trouve alors les égalités 


Cis LA Cas Sy C3,s Cass =y Zy br, Ch, s Ck,s amg 
= Ve 


à r 2, 2 Ör, ie r au 


AO de EN TE O 
Cor j or we 
Mais par un théorème sur les déterminants on a (5) 


a, œ = Fi af) È 


(5) BALTZER, Theorie und Anwendungen dér Determinanten, III Auflage, page 54. 
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par suite, à cause de la première des équations (11 4) 
1 
(s) (s) 
Ez r Dh 2 0,2 h,k 


Dérivons l’équation (123). Nous trouverons 


v A) = — Er Dr pa, 
et, ayant égard à légalité (135). 
Ea Es bu 0) = — r u) = B (sa — À) Orga — À) Orda — À): 
Par suite 
af’) 
(14 5) Pn pns ika 


V B a E a er ads et 


V a ua 
BG NX) Ge A) | 


Enfin, si l’on fait usage de la règle pour calculer le produit des déterminants 
on trouve 


BC à 
d’où 

C=-_—. 
(155) 5 
3. Les équations (8 ;), à cause des formules (10;), deviendront 


Esa dés, NN si. dës, I 
T N TS. As, Li As,) és, Es, t 


Posons 
(65) Er = PrO, (U) ; Ea = pa0a (u) , y= p0, (u) , Eu (x) 


6,6, , 62,0; étant les quatre fonctions de WEIERSTRASS. Alors les équations 
précédentes deviendront 


, ' du I 

Wi rto (C Sert) — GG) g = T Arta — A) Mota Lu Ga) ©» 
| PE AGRE 

Wa ete) (O4 O — Ga) 0) re = T A — Aet) Ulete). 


Mais entre les fonctions © subsistent les relations différentielles (6) 


Or) Ort) — O(r) Or+1) Æ (ertr) mE e) O(r+2) 0, 


Or+x) O — O+) O = — Of) O41)» 


par suite les équations précédentes pourront s’écrire 


du I 
Mir) Mir+:) (Etr+x) igal Ery) F1 = T (Arta) SA) Wrta) u, , 


(6) WEIERSTRASS, Formeln und Léhrsätze zum Gebrauch der elliptischen Functionen, 
page 28. 
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du I 
Has Bota gy T T Arto — Ao) Ur) Mor 
d’où l’on tire 
Br Q r RTA) dt C 
(17 è) Der AES (+2) 4 AG 


Hieta Clégn— i) de 


, 


di 
+D TA) Zu 


par conséquent on aura 


I dt \2 
(8 3) Ern € = Tr Arta — An) Aert — Ao) (5) 
et enfin 

(19 3) k? = €2— 63 en. Ar — À4 A A2 — À4 


r — E3 Fa Ar —À3 ; A2 — À3 ; 


4. Des équations (175) on déduit 


Ha I di 
ANS RON e, — OR EL 
+) anana — © Ce 0) > 
2 2 
Ho BE+n Morte) — A; ' 
u Bota Ceto T) Aet A ? 


cest pourquoi on-aura 


(20 5) ct: PE dd = a PER = Pela | 
Vieta — reto Vin — Nrt Viet — N) 
SU E A E EOT TEG AS 

/ Er (Arta) — Art 1)) (Ar) — (r+ 2) 

e T a e 


Or (voir (73) et (16 5)) 


Xi = 2, Ci,s Ws Os 


donc, en calculant par les formules (33), (145) et (20%) les expressions de 
2,g;,r et en retranchant les facteurs communs aux numérateurs et aux 
dénominateurs on trouvera 


| 3 
pii Ar,” o7 nr: A1,46 


a 

I 

3 

2, Ayr LE + Ais ci 
I 


3 
2, A270, + A248 
(21 5) ZA Um tte MODE. d'os 
| 2, A4,r O7 à € Aisa o 
2 
3 


ç] 
PR A3,r Or + A3,46 
I 
Aare 7 À 


3 ‘ 
à Ay,r Sr me A4,4 S 
I 
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où l’on a posé pour simplifier 
I = EE NES 


f / af) (àz aael A2) 
Ai = | (a A) Da M) N 


j | af?) (x — da) 
he R O LE) D 
(22 5) { (Ar — 2) (A3 — À) (A4 — Xe) 
EE enr ) (Aa — A1) 
NS (M — Es Ga — À) Aa — da) | 
I (4) (+2) — Ar +1)) (A) — Nr +2)) 

Q = >e PRE E S B el M . 
| Aia gr V Cen — 0) E 
Pour trouver la relation qui subsiste entre la variable 4 et l'argument u 


des fonctions o, il suffit de résoudre l'équation (18) par rapport à dt|du. 
Si on intègre après, ayant égard à l'équation (15%), on trouve 


(23 b) it 1e B (Ar+2) — d4) Re (u n A) : 


“o étant une constante arbitraire. 

On a donc pu intégrer les équations (15) lorsque f, et f, sont des fonc- 
tions de 2° degré. Les intégrales trouvées sont des fonctions doublement 
périodiques de la variable ż. 


Aftiokhe III: 


1. On peut appliquer l'intégration générale de l’article précédent au 
cas des équations différentielles (3). I1 suffit de prendre (voir chap. I, art. V, 
§ 2): 


Ja = gae UAL H me) + (Bg + ma (Cr + m), 
Gii TE J 
es I de J APR 
AR LA 


pour réduire les équations différentielles (3) aux (13) et les intégrales (4) et 
(5) aux intégrales (23). 


2. L'équation de quatrième degré (12 5) devient 


A’ AO AA ; O j O ; Am, 
| O , de 54 AB , O , B 2 
r0) = Ta |æ0, 
O , O Ea Er AC C3 
Am, ; Bm, , Cm, ,2H—K,| 
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où nous avons posé 
(24 5) K, = K? — m — m, — må. 
En développant le détérminant on trouve, aprés avoir divisé par ABC, 


TA) 
ABC 


(254) = (A — À) (B —2) (C — X) (K,— 242) + Am (B — X) (CÀ 


dE: Bar (C A) GA AE Cm —))(B—2)=0 
et si l'on divise par (A — À) (B —À)(C —À) 


EE ES CET 


A cause de légalité (243) cette équation pourra s'écrire encore 


r A K? 
(25°) a + 7 Pipes ci — = 24. 


Nous supposerons que les racines soient simples, que #,,M",,m;3 ne 
soient pas nuls et que les trois quantités A, B, C soient différentes entre 


elles. Dans ces hypothèses, aucune des racines ne sera égale à À, ni à B, 
ni à C. 


3. Nous aurons, par des calculs sans difficulté, 


V, Ea T LEO 
ge LE À — À 
4:4 
VE, = E m ODAT, 
2,2 à 
pi 
a, ARE) 
Va®, = —34 — Ma cod à tué. a 
z s As —C 
yao, 
Vit =a, A0 = BYA O}. 


Si l’on substitue ces valeurs de af} dans les formules (22 ;) les équations 
(215) deviennent 


/ M: x M: 3 M4 
Lie ME A M ET QUEUE ET VAUT VERT 0 
? = - M: 01 + M2 62 + M3 03 + M406 > 
: M: M2 M; 
(26 5) ee RS Er À — B WE BITES TA E. 
7 SH 2 ET CES ETES PS £ $ 
I M 
tMi yao 2 CAPR aE CORPI 4 lo] 
kaaa DC prays ati 
di ne . 
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ayant posé 


| M, M à Vz EN (Ai) TREE YA A) (ee B) (À; C) $ 
RS E EEES 
M. = asso a N A Br E 
(273) m P ar iR VE Cen T E i A Pike 6) LA y: 


M, = ape AAO, 


o a) ANo) Go rte) VOA GB) UO), 
\ M, = | (Cr+) — €) (A4 — A+ 1)) (4 — Ar) Ar+2) — À4 


Pour trouver léquation du temps il. suffit d'observer que le discriminant 
B de la forme ọ, dans notre cas se réduit à 


2A 


Der A : 


En substituant cette valeur dans l’équation (23 ;) on trouve 


la a Er) e+) 


(275) LEO Dr JAP PR AND 4) 


On peut donc énoncer la proposition: Sz l’on a un corps, à l'intérieur 
duquel existent des mouvements stationnaires.et qui n'est soumis à aucun couple 
de rotation, les trois composantes de la rotation par rapport au centre de gravité 


sont des fonctions elliptiques du temps. 
Le problème de la rotation est donc résolu par les formules de cet article, 


pour ce qui a rapport aux trois composantes de la rotation. 


Article IW; 


I. Afin que la solution analytique du problème soit complète, il faut 
déterminer les neuf cosinus des angles que font les axes principaux avec le 
système d’axes fixes. On les a appelés dès le commencement (voir Intro- 
duction) ais ta 35:83, bah Oo -Yr AYAY 

Nous avons déjà déterminé p,g,r;il suffit donc d'intégrer les équa- 
tions de POISSON (voir Introduction (2)) 


dur dB: dY: 
HP M a Poil Pal M 2 7 Yo — hN 
daz PAC r dY2 
TH “AP UP , s S Dr , dt ENA VA 
da dB dy 
-g Thl ta? , z g-* 6, ? ? fi = Y:19 —Y22: 


2. Avant d'aborder cette question dans le cas particulier du problème 
que nous occupe, nous envisagerons le cas tout à fait général et nous don- 
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neros dans cet article un ##éorème sur la rotation des corps qui simplifiera 
beaucoup tous les calculs que nous allons faire. Posons 0? 


À; = + 1B: , A = r Ae 16; , À; T xz- 183 
on aura les relations bien connues ®) i ; 
A Yi AY: F Ar YAT 01 
À; — Ai Yst A; Y= O 


d’où l’on tire 


f A Yi Y2 + Y3 A 
— oe P 1 
| V +Y 
(28 5) 
— — 1 
| a, = innia, 
+ Ya EY 
et. par suite on a que À, , À, peuvent s'exprimer rationnellement par Y,, 
Ya» Yas Ar. 
Soit 


Baard Bob » Bi i-rrilsh scies Gr 6, 
nous pourrons écrire aussi 


LPS 1 —v KENE 
e a Ur vo 


Par conséquent B,, B,, B, pourront de même être représentés rationnel- 

lement par y, ,y.,Y:, A,, et de là on déduit que les six cosinus q, , ad, &,; 

B: B2, B; seront des fonctions rationnelles des mêmes quantités. 
Observons enfin que 

Jamie 

— 2 = — 

ET EM | 

donc ® Zes neuf cosinus sont des fonctions rationnelles des trois quantités 


(29 b) I + Yı ; Y2 + à , œ; + LCR š 
On déduit des équations de POISSON 


dAr 
dt 


ANE E Ag; 


par suite, ayant égard aux équations (28 ;), nous obtiendrons 


I dA: 


; Eai à 0 Cd Ÿ dam )+2( r + Y29) 
(305) LT = Y: (y Y39 Y3 V9). 


Yi+Y 


ce qui démontre que lorsqu'on connaît D,g,7;%Y:; Y2, Yz, il suffit d’une 
seule quadrature pour obtenir. tous les cosinus. 


(7) Voir BRILL, Sul problema della rotazione dei cor pi. « Annali di Mat.», T. III, S. II. 
(8) Voir HERMITE, Sur quelques applications des foctions elliptiques. XII, page 27. 
(9) Voir HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques. T, II, page 11. 
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3. Les propriétés précédentes rappelées, nous allons démontrer le théo- 
rème suivant: | 

Si $ 9,7; Yı, Y2, Ya Sont des fonctions uniformes du temps dont les points 
singuliers sont des pôles, et si dans tout point singulier l'ordre d'infini d'une 
des fonctions Y, , Y2, Y3 n’est pas dépassé par l’ordre d'infini des fonctions p, 
q ,r, alors les neuf cosinus Seront des fonctions uniformes du temps et tous leurs 
points singuliers seront des pôles. 

En effet, si ,g,7;Y:, Yz, Ys n’ont que des pôles pour points singu- 
liers, on pourra écrire 


p Q R 
LED ; LD s% CRE * 
Hop T, T, 
TeS , Vi D , MT D: 


P,Q,R; T, Ta, T; D étant des fonctions entières. Supposons qu’on ait 
retranché toutes les racines communes à ces fonctions, alors on pourra dire 
que RAIS DENAN BEE E, n ‘auront pas des racines communes. Pour le voir il suffit 
d'observer que si ne ,T,,7T,, D avaient une racine qui ne fût pas une racine 
de P,Q, R, une au moins des fonctions p,g,r deviendrait infinie d’ordre 
supérieur aux trois fonctions Y, , Y2, Ya pour ź égal à cette racine, ce qui est 
contraire aux hypothèses qu’on a faites. 


Cela posé, on peut transformer l’équation (30+) en écrivant 


RE a eat 122 C1 rat À seal cas à dm 1 8 


rage} BH 
nue M ET Ya) AE ETTO T 
ta T Ti 
Mais 
MERS) +) a ira) (et Ya) 
par suite 
US Don aA e O E E DR. 
Aid TEET Yı Y2 + îY3 I — Yr Y2 — îY3 
Si on a égard à légalité 
fr 
Y2 r— WUS , 
l'équation précédente deviendra 
1 dA: © d AAR Hata 
EE r RS À TT E r TE AT UD Ne EER 


cest à dire 


dAÂx 
(31 ë) se x Plats Z log 


DIER pE R—1Q naudo (RE T R+:Q . 
(~ )— IE />.-Ht log Lisa ER 


Les pôles de la fonction (1/A,) (dA,/df) seront les valeurs de / qui annul- 
lent une ou plusieurs des quantités 


DFI , D-T, , D , l K AA , Aha d 
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Soit 4 une de ces valeurs. Nous pouvons distinguer deux cas. 

Si 4, n’est pas en même temps une racine de I, et F,, alors I, + 27, et 
T, — 27, ne seront pas nuls à la fois. Il en suit que l'infini de (1/A,) (dA,/df) 
£ t x 3) ou du terme -£ log 255 Mais chacune 
de ces fonctions est la dérivée logarithmique du rapport de deux fonctions 
entières, donc dans ce cas (1/A,) (dA,/df) sera infini de premier ordre et le 
résidu sera un nombre entier. 

Examinons maintenant le cas où £ est une racine de T, et de l,. Alors 


r,+ 27, et V,— T, seront nuls à la fois, et puisque 


A d 
dépendra du terme Flog ( 


D + Lei (Lise r,) E (T4 iT) Gi il.) 


il faudra qu’un des facteurs du premier membre soit nul. Mais les deux fac- 
teurs ne sauraient pas être nuls simultanément, parce que D, F,,F,,/F, 
n'ont aucune racine commune. 

On tire de ià que 


2 i “m T 
(32 2) Pi Ne 


"0 


Calculons la dérivée de y, + ÿ,. On aura 


d s or, ATatiiEs 1 fn adlir) nm AD 
4 (a E' ËYs) = | D +) = D: (D: PF R 8) F) à 
Mais des équations de POISSON on déduit 
d à | 
a at #Y3) = F 22 (Ya CANA Y: (7 + 59) 


= g (F iP T, + AT) —T, R F 50)}, 


par suite 
AY ELERE EE K (F iP) — T (R F iQ) 
et enfin 
RFTiQ.  … R ZQ 
(34 5) el CAE 
F (Tr Es) avr F iT) (a F iP) + 


Soit 4, une racine de l, + 21, d'ordre z, alors elle sera une racine d’ordre 
n—1 de djdt (T, + il,). L'équation (33 5) nous montre qu’elle sera aussi. 
une racine d'ordre # — 1 de R F zQ, et par conséquent le rapport 


RF:iQ 


deviendra pour 7 = #, infini de premier ordre. Ayons égard maintenant aux 


deux expressions (315) que nous avons trouvé pour (1/A,)(ZA,/df). Le 
premier terme de l’une ou de l’autre sera fini pour 4 = £,, donc (1/A,) (dA,/df) 
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sera infini de premier ordre. Pour calculer le résidu, il suffira de déterminer 
le résidu du rapport (353) qui sera égal à 


pe ppd Reagu 
ft, à 1 
dt (T £ iT) 


On peut faire usage de la formule (34 ¿), et on a alors 


ph Lim ve E NÉE 
Fe p (a E T3) (T7 F iP)— JR F iQ) 


PERN 2 
to p : ro (7 +) #=to Tr” 
T: RFQ | aż 


ce qui montre (voir (32 ;)) que le résidu est un nombre entier; à savoir + #. 
Nous pouvons donc conclure que dans tous les cas les singularités de la 
Jonction 


d 
== AF log A, 


sont des pôles de premier ordre, les résidus étant des nombres entiers. Par con- 
séquent, À, sera une fonction uniforme ayant pour singularités des pôles, 
et les neuf cosinus qui sont des fonctions rationnelles de Y: » Ÿa » Ys » À, seront 
aussi des fonctions de la même nature. 


C OT 


4. On peut énoncer le théorème du paragraphe précédent d’une autre 
manière. 
Si on a 


P R T; T T 
G69 a TS: :: 1=5 TT Me Dr Yep D 


P,Q,R; L,,T,,T;; D étant des fonctions uniformes et entières du temps; 
et si V,,71,,7,, D wont aucune racine commune; les neuf cosinus seront des 
fonctions uniformes et leurs singularités seront des pôles. 

En effet nous avons déjà vu que si dans chaque point singulier l’ordre . 
d’infini d’une des fonctions Y, , Y+, Y n’est pas dépassé par les ordres d’infini 
de p,g,r il faut que [,,F,,F,, D maient aucune racine commune. Dé- 
montrons maintenant la proposition reciproque. Soit # l’ordre de multiplicité 
d'une racine de D dans un point singulier. Il y aura une des fonctions Y; , Y2, Y3 
qui deviendra infinie d'ordre #7 et aucune des fonctions p,g,7 deviendra. 
infinie d’ordre supérieur. 


Article V. 


. Pour vérifier si les conditions nécessaires et suffisantes pour l'appli- 
cation du théorème fondamental de l’article précédent sont satisfaites dans 
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le problème de rotation que nous étudions, il faut calculer Y, ,Y,, Ys ayant 
déjà calculé dans l’article III les quantités 9 ,g,7r., 

Faisons coïncider laxe z avec l'axe du couple de quantité de mouve- 
ment. On aura alors 
Ap+m Bg + m Cr + m 
=E nee, ha e 
et en substituant à p,g,r les valeurs qu’on a trouvées (voir article 


III (26:)) 


Ar M À2 M à, M M M 
A E N : QUE à — Gt : À ot 4 Pe 
ao a be DTI N I. ardat GU a A EU Pnn 
EE M: 6: + M20: + M0: + M40 , 
à Mi. AM M 3 a re : AM : 
Va KR CS ES r , 
e: nea À . 3 A4 M 
m3 = - += 2 VTT TE Er ra ++ à 1 G 
| K=Ts Ne FN NS $ 


Si donc on fait usage des notations de l’article précédent on trouve (voir 
article III (26 5)) 


Pen + Ro + RG + RU o), 
G8) Om + a + ta) 

UN dns. es 

/ Rte n ZLA te a io ce ’) 
(39 5) Br 


| D Re D 


2. Démontrons maintenant que les quatre fonctions F,,71,,,/,, D 
n’ont aucune racine commune. Cela suffira pour prouver que tous les neuf 
cosinus sont des fonctions uniformes ayant pour singularités de pôles. 

Posons 


M,6, = y, ; M;0, = y, ; Moos = y; , M; 6 = y, 


et ayons égard à l'hypothèse qu on a faite que 7, , m, , m, ne sont pas nuls. 
Alors les équat: ons 


(40 5) MAF PR Pie 
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pourront s’écrire 


Ya + Va + yi Low y, 


Àr À 
Da + de + + an HE 0, 


(41 3) À à. da A 
k: B Y: + peer à. Ya + NB Y+ À — B Mer 


X à, Š Y 
Aa ma Gad E eme 2 LT ESS IEEE DER 


Le déterminant des coefficients sera 


i LER, CR PEN et DRE he 2. RS 
Àr Xe À3 A4 
PERE Se Liy FEE Mind MASAT MUR LS VE 
EE ARTE À À A à 
À: — B y À — B ? 13 — B ? 14 — B 
A3 A2 A3 A4 


Hea e LC | 
et en le développant: on: trouvera 


ABC (B — A) (C — A) (C — B) (Ar — ħa) (Ar — Ag) (Ar — A4) (A2 — Ag) (A2 — d4) (Ag — 4) 


Ai a ) Ra) M4) N 
Q1 —A) (Qu —A) (3 —A) 4 — À) (ir — B) (a— B) (5 — B) (u— B) (u—C) (e—C) (%3—C) (AC) 


Le premier membre de l'équation (25 ;) peut s’écrire 


EO 24 AA) AA) AA) AA) (AA) (B— 2) (C— 1) (K;— 24) 


+ Am (B— X) (C — À) + Bm (C — À) (A — à) + Cm; (A — À) (B — À). 
En faisant successivement À = A, B,C on aura 


Am? (B —A) (C — A 
2Å 


(A Sji M) (A Sr À) (A Er * À) (A FER À) = 


Bm3 (C—B)(A—B) 


(B "FJ À) (B ET À) (B na À) (B MS AT -3 
(C —X) (C—2,) (C—X) (C—2,) = STE CS SNA ES À 


Par suite le dénominateur de A sera égal à 
__ ABC» m,m3(B—A)? (C — A} (C— B)? 
8 43 
et par conséquent 
(Ar — Aa) (Ar 3) (Ar — Aa) (Az — da) (Aa — Aa) sy, 


Aih 
j m2 m2 m3 (B — A) (C — B) (A —C) 


Mais on a supposé que les racines À, , À, , À, , À, soient différentes entre elles. 


Il en suit que A n’est pas nul, d’où l’on tire la conséquence que les équa- 
tions (41 5), c'est à dire les équations (40 5), sont incompatibles. Cela signifie 


WWwW.rcin.org.pl 


XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes 489 
que les quatre fonctions D, l,,l,, l, n’ont aucune racine commune. Il 
ressort donc du théorème de l’article précédent que les neuf cosinus seront 
des fonctions uniformes et leur singularités seront des pôles. Ils seront des 
rapports de fonctions uniformes et ëntières, et nous en calculerons les expres- 
sions dans l’article suivant. 


Article VI. 


I. Pour obtenir les expressions des neuf cosinus il suffit de calculer 


LV & Me Sin Aa sum À 2; 


puisque les cosinus sont des fonctions rationnelles connues de ces quan- 
tités. (Voir article IV, $ 2). | 
Si on prend l'expression de D trouvée dans l’article précédent on a 


P SM, + ME +M, + M, =x). 


Lo 


Donc y (u) est une fonction doublement périodique dont les périodes sont 
40 et 4 to eek 
Posons u = 2 y, il viendra 
x (2v) = 9 (v) 
et ọ aura pour périodes 2 © et 2&'. Elle deviendra infinie à l’intérieur 


du parallelogramme des périodes dans les points O0,&,4&',&@", par suite 
elle sera une fonction elliptique de quatrième degré et l’on aura C® 


PG@)=C ovo (v — œ) o (v — w) o (v — o’) 


, 


C, étant une constante et 


LEA 
Us Pi + ds = 40. 
Par conséquent 


et l’on a 


u Gz | E Tr u 1 i 
GE OC = — Y R A oaan o) 

Ao À Lam à (Et 
De même on peut écrire 


D +P, at} )(# (et 


D + iT, tÉ Co(s, 


(10) WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsätze, page 28. 
(11) Ibid. page 15. 
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C:,C;3 étant des quantités constantes, et | 
VU FU Us +0, = 0, +, + w, + W, = 40". 


On déduit de là les expressions suivantes pour 1 + y, et y, + iY; 


Es E eE 


I a Hi i AA u — Ur SE h u — u3 u a , 
o{ 2 ) 2 ) 2 }e 2 
(42 5) 
sf) (ee) (ms) (#2) 
+ À AMAR 2 | 2 2 
Y2 YS re Uu — Ur pe (Ts U — u4 ? 
ARE, e) 
et il faudra supposer (? 
En © AU a a E S ob De de REA 


2 2 2 
L, et L, étant des constantes. 


2. Posons 


pofte edee eea 


“), 
2 
D+ De balara P 012) 


= L,o(o— Z)o(v— ofo —#)0(0 — #), 


EM 2 (5) ee 


2 


e E] 
2 2 2 2 

Les trois fonctions D’, D'+ [", Ir, +l} seront des fonctions entières et 
on pourra les substituer à D,D +T,,T, +721, dans les formules de 


l'article précédent. En faisant cette substitution dans la formule (31 ;) on 
aura 


| 
Q 
AT, 
LS] 
| 
[à 
LS à 
a 
pu 
a 
| 
w | 
SR” 
qQ 
ES 
Q 
| 
LS 
Ne 
q 
AER 
SJ 
| 


(43 5) 


; 1 Aae din T e e o. 
(315) MORT ES DT at T A va 


où l’on a posé 


R= = (R— 19) — E 


(12) Nous écrirons æ = ġ lorsque les nombres a et # seront tels que 
a— b = 2mo + 26, 


m et n étant des nombres entiers. 
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Dans l’article III nous avons établi la relation qui subsiste entre les varia- 
bles 4 et u. Elle peut s'écrire (voir (27's)) 


fu HN — 1) = 2zn(v—”#) 


où # et % sont des quantités constantes. Par suite 


AE Dir APE IE: GRR 
| ul Le D j T + apto): 


D’après des propriétés bien connues, on pourra dire que les résidus de la 


hi 


fonction , (v) seront égaux à ceux de la fonction Ņ (#). 


3. Cela posé supposons qu'aucune des valeurs w; ne soit congruente à 
une valeur v;. On pourra en déduire qu'aucune des w; ne sera congruente à 
une valeur #;. En effet chaque racine de l, + :1", est une racine de D'+ I” 
ou de D'— T”, mais elle ne peut pas être une racine de D’, parce que dans 
ce cas D’ et D’+ I” auraient une racine commune, ce qui est contraire aux 
hypothèses qu’on a faites. Donc les valeurs w; ne sont pas de racines ni de 
D’ ni de [”, et par suite on pourra énoncer les propriétés suivantes: 

1° pour les valeurs v = v;/2 la fonction 
d "+ T 
ze (5) 
est infinie de premier ordre, son résidu étant + 1; 
2° pour les valeurs v = j2 la fonction 


est infinie de premier ordre, le résidu étant — 1; 
3° pour les valeurs v = w;/2 la fonction 


F2” Ruy’ 
(443) Tan eyn i 


est infinie de premier ordre, le résidu étant + I. 

Prenons les points w,/2,w./2 ; w,/2 , w,|2 à l'intérieur du parallélo- 
gramme des périodes. La somme des résidus de la fonction dans les points 
ď’'infini qui sont à l’intérieur du parallélogramme des périodes devant être 
nulle, il faudra que le résidu de la fonction (44 5) soit égal à + 1 en deux 
des quatre points w;/2 et soit égal à — 1 dans les autres. 

Rappelons maintenant (voir article I, $ 3) que la fonction (443) doit 
avoir le résidu égal + 1 où s’annule D'— I”, et doit avoir le résidu égal — 1 
où D'+ I” s’annule. Il faudra donc que pour deux des valeurs de la variable 
v, par ex. w,/2,w,/2, soit nulle la somme D'+ T” et pour les autres w,/2 , w,/2 
soit nulle la différence D'— T”. Si nous choisissons v, et v, de manière que 
l'on ait v, = w, , v, = w,, on pourra dire: 
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1° pour 
v v w | wW 
D TE P E SEE W, 49e — 
2 2 2 2 
la fonction 
(453) L a 
A: d 
sera infinie de premier ordre et le résidu sera + 1. 
2° pour 
U2 
v = — 
2 
la même fonction sera infinie du premier ordre et le résidu sera — 1. 


3° la fonction (45 ;) n’aura d’autres infinis que les précédents. 
Par suite il viendra (3) 


m étant une costante. | 
Si on intègre et qu’on désigne par L, une nouvelle constante, on trou- 
vera (puisque nous avons posè 4 = 2 v): 


U — Ur Uu — U2 u — Wi u —w 
a EN E 
Li (=) (“5 (r LT i 
Lo} Le Le [e] 
2 2 2 ) 2 
Rappelons les formules (42 ;) et ayons égard aux égalités w, = v,,w, = v,. 
Nous pourrons écrire 


či + 28; va L, 


OEA EGE at 2 
1+ :=L, u — ur uU — u2 u — u3 U — u, 4 
EEE 
dea pote Aena aee el Le 
(465) | +: =L dt u — u3 u—u,\ 
Ba ae ea FRATER 
) ( 
( 


(13) Voir WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsätze, page 20. 
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où il faut supposer 


(475) w+w=v+v,  , a ma pas dut totu 
On a ainsi l’expression générale des trois fonctions dont les cosinus dépen- 
dent rationnellement d’une manière connue. Il est aisé de voir que les for- 
mules gardent la même forme si l’on suppose que quelques-unes des valeurs 
u; soient congruentes aux valeurs v;. Il ne reste à trouver que les relations 
entre les constantes t, v; , wi, L, , La, L, et m et les costantes mécaniques 
du problème. 


Note au chapitre II. 


1. La résolution analytique de la question est composée de deux parties. 
Dans la première on détermine les composantes de la rotation; dans lautre 
on calcule les cosinus des angles que les axes d’inertie font avec les axes 
fixes. 

C’est la même décomposition de la question qu'ont fait JACOBI et 
la plupart de ceux qui ont traité de la rotation des corps. Il va sans 
dire que la première question est beaucoup plus simple et plus facile 
que lautre. 


2. Par rapport à la première question on peut remarquer que pour recon- 
naître à priori que les composantes de la rotation s'expriment par des fonc- 
tions elliptiques du temps, il suffit d’avoir égard à la polodie qui est l’inter- 
section de deux quadriques. Les coordonnées de cette courbe sont des fonctions 
elliptiques d’un paramètre et puisqu'elles sont proportionnelles aux trois 
composantes de la rotation, celles-ci pourront de même s'exprimer comme 
des fonctions elliptiques de ce paramètre u. Or on peut démontrer que u 
est une fonction linéaire du temps. En effet si l’on calcule 4f/du on voit tout 
de suite, à cause des équations (3), que ce rapport est une fonction double- 
ment périodique. Il est facile de démontrer que, si l’équations (25';) n’a pas 
de racines multiples, gf/du n’a pas d’infinis, ce qui prouve que ce rapport 
est constant. 


2. Relativement à la seconde question on peut dire qu’elle a été résolue 
aisément dans le chapitre précédent en vertu du théorème de l’article IV. La 
difficulté très-grave de la détermination des cosinus a été surmontée presque 
sans calculs. Si on aurait voulu suivre la voie directe il aurait fallu calculer 
et discuter l'expression (30';) qui peut se mettre sous forme de rapport de deux 
polynomes rationnels et entiers de 3" degré par rapport aux fonctions o. 
Mais en employant le théorème qu’on vient de citer, il a été suffisant de s’as- 
surer que les numérateurs et les dénominateurs des expressions de, , Y2 Y3 ne 
s’annulent pas ensemble, pour reconnaître que tous les cosinus sont des fonc- 
tions uniformes du temps et pour pouvoir après les calculer. 
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Si on emploie la même méthode dans le cas des problèmes d'EULER ` 
et de LAGRANGE on est conduit tout aisément aux mêmes conclusions. 


3. Dans un de ces admirables fragments sur la rotation d’un corps que 
M. LÔTTNER a tirés des manuscrits de JACOBI, on trouve l'explication du succès 
de la méthode d'intégration de JACOBI dans le cas du problème d’'EULER. La 
voici: langle p d'EULER formé par l'intersection des plans Ën et xy avec l’axe 
x s'exprime par une somme d’intégrales elliptiques de troisième espèce aux- 
quelles esf attaché le diviseur 2 i. Puisque la même circonstance favorable se 
présente dans le problème de LAGRANGE, JACOBI a pu reconnaître a priori 
que son procédé pouvait s'étendre á ce cas. 

Allons voir quelle relation subsiste entre l’existence du diviseur 27 de 
JACOBI et le théorème de l’article IV. 

La dérivée de l’angle p d'EULER est donnée par la formule 


dy _ prtov (P + ig) (yrit) + ilya pme) 


G iat riy 
LA E AE Sraa CARL 1#] al OARE Aa R 
TI PLAT S a Ea T kas 7 O8 DFT, I: FT, 


Si T,,T,,T,, D ne s’annulent pas ensemble, par un raisonnement semblable 
à celui qu’on a fait dans l’article IV, on a que dẹ}/dżt est une fonction 
uniforme dont les singularités sont des pôles du premier ordre et ses résidus 
sont égaux à »/22, n étant un nombre entier. On tire de là que l'existence 
du diviseur de JACOBI dépend du théorème de l’article IV, c’est à dire qu’il 
existe parce que D , F,,F,,l, ne s’annulent pas ensemble. 

On a donc que le théorème de l’article IV peut remplacer la recherche 
du diviseur de JACOBI par l'étude directe de p,qg,r;%Y,,"Y:,Y:. 


4. M. JAHNSKE tout récemment dans quelques Notes exprime Pin- 
tention de revenir sur la question que j'ai traitée. 

C’est par ces notes que j'ai appris, après la rédaction du présent mémoire, 
que M. WANGERIN avait traité dans un savant travail un cas particulier 
en dehors de la question de mécanique céleste. Le cas de M. WANGERIN n'est 
pas celui des mouvements internes stationnaires qui a été traité dans les 
chapitres précédents, mais c’est un cas particulier de mouvement adia- 
batique. Seulement par un théorème que j'ai donné dans le 4% chapitre 
les mouvements stationnaires et les mouvements adiabatiques en général 
restent liés ensembles, c’est à dire il y a un moyen de passer des uns aux 
autres et même à ceux qui tiennent en même temps des deux types de 
mouvement. | 

M. WANGERIN s’est limité à la détermination des composantes de la 
rotation, parce qu’il ne prend pas en considération les cosinus des angles; 
c'est pourquoi il s'occupe seulement de la première partie du problème dont 


on a parlé au premier paragraphe. 
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CHAPITRE III. 


Les axes permanents de rotation et leur stabilité. 


APT G en a 


1. Déjà dans l’article III du I chapitre nous avons envisagé les axes 
permanents de rotation et démontré un théorème à leur égard. Nous voulons 
maintenant étudier la question des axes permanents, de leur distribution, 
de leur stabilité, et tirer les conséquences qui découlent de ces récherches. 

Ecrivons les équations différentielles de la rotation comme nous avons 
fait dans le 1“ chapitre, article V, § 2 (voir aussi le chapitre II). En posant 


w | t = yg LA + m+ Bg + my (Cr + m, 
I-e { 

—— 1 2 2 2 
l f: = -ype AZt Bg’ + Cr], 


on aura 
! dh je d(f,,f) 
| DEA AR? 
| dq Tu d (fi, fa) 
re TGT 
dr sad liasta À 


\ dt  d(2,9) 


| 2. Supposons maintenant que p ,g ,7 soient les coordonnées d’un point 
en mouvement P’ C4, 


Puisque les équations précédentes admettent les intégrales 
(3e) fs = COST 4" , {= Const. — 7, 


et qu’on peut envisager ces équations comme les équations de deux sur- 
faces du 2% degré, on aura que les intersections de ces surfaces seront toutes 
les trajectoires possibles du point P’. Ces trajectoires seront donc des lignes 
du 4° ordre (guartiques). Pour trouver les rotations permanentes il suffira 
de trouver les positions dans lesquelles P’ est en repos. Pour semplifier on 
pourra les appeler Zes positions d'équilibre du point P’. 


(14) On pourrait appeler le point P’ l'indice de la rotation pour le distinguer du póle 
de la rotation (voir le 1% chapitre, article I, $ 1) qu’on a désigné par P. Entre les coordon- 
nées 2 ,g,r de P’ et les coordonnées £ ,n,% de P subsistent les relations 


RES RTE 1 


4 
V2%, VABC 
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Ces positions d'équilibre seront telles que 


d (fı , fa) PAS d (fı , fa) AÌ dif fa) REN 
Ge) AGP E TN CR A 
c’est à dire 
of: GA of, 
, dp ET dq de dr 
(4 c) fa i- ef, ut ef, 
dp dq dr 


Les équations précédentes représentent les conditions pour que dans le point 
2,g,r les deux surfaces du 2° degré soient tangentes de sorte que ce point 
soit un point double d’une des quartiques. 

C’est pourquoi on a le théorème (voir chapitre I, article III, $ x): 

Les points doubles des quartiques f; = A,, f, = h, sont les positions d’ égui- 
libre du point P', et le lieu de ces points est la courbe ayant pour équations les 
équations (4+). 

Les équations (4) peuvent s'écrire (voir (6:)) 


| (C — B)gr + mq — m,r =0, 
(4e) ı (A—C)rp + mr —mnp=o, 
(B — A) pq + m — mg =0, 


Cest pourquoi la condition nécessaire et suffisante pour que le lieu des positions 
d'équilibre de P' se décompose en courbes d'ordre inférieur sera 


(5 +) (B—C)(C—A)(A — B) m, m,m, —=0O. 
3. Une nouvelle manière d'écrire les équations (4<) est la suivante 
(voir (6':)) 


MEA Ma 
(6.) A+B” 


m 
= C+-<- 


Si l’on appelle À la valeur commune aux trois membres, on trouvera 


(6) AR REE 9n epar up, Lis a 


Envisageons maintenant le cas général en supposant que m, ,m,,m, ne 
s’annullent pas et qu’on ait A> B>C. 

Tous les points de la courbe, lieu des positions d'équilibre de P’, s’ob- 
tiendront des équations précédentes en donnant à À toutes les valeurs com- 
prises entre — œo et + oo. | 

La courbe aura trois asymptotes qui seront les droites L,, L, , L, pa- 
rallèles aux axes coordonnées £ , n , % ayant respectivement pour équations 
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En Ma = Ma . 
PDA UN Aar SEa. 


Elle sera formée de trois branches g, , g,, g,. La première branche partira 
du point — oo de L, et aboutira au point + co de L,. Elle correspondra aux 
valeurs de à comprises entre A et B. La seconde branche partira du point 
— co de L, et aboutira au point + de L,. Elle correspondra aux valeurs 
de À comprises entre B et C. Enfin la dernière branche ira du point — oo 
de L, au point + de L, en passant par l’origine et correspondra à toutes 
les valeurs de À plus grandes que A et à toutes celles plus petites que C. 

La courbe lieu des positions d'équilibre de P' est donc une hyperbole 
cubique 5), 


4. Lorsque les équations (4'4) sont équivalentes à une seule équation, ou 
qu’elles se réduisent à trois identités, alors le lieu des positions d'équilibre de 
P’ west plus une courbe. Afin que ces cas se présentent il faut qu’un ou plu- 
sieurs des systèmes suivants de conditions soit vérifié 


CP= M ms, 
(7e) | { A—C=m, = my o, 
| BA = M = M 0: 
Si un seul est vérifié, alors la dégénération du lieu conduira à une droite et à. 
un plan. Si deux sont vérifiés, et par suite les trois sont vérifiés, c’est à 
dire si l’on a 
ND CC, ME =M = M; E O 
alors chaque point de l’espace sera une position d'équilibre du point P’. Par 
l’étude que nous venons de faire on a résolu complètement la question des 


axes permanentes de rotation. Nous consacrerons les articles suivants à la 
classification des axes permanents selon leur stabilité. 


MéEiCle. EL. 


1. Commençons par donner la définition de stabilité de l'équilibre du point 
P’. Elle correspondra parfaitement à celle de rotation stable du système. 

On dira que la position P, de P’ est stable, si, c étant un nombre aussi 
petit que l’on veut, on peut trouver un nombre e tel qu’en plaçant P’ à une 
distance de P, plus petite que g, et en le faisant mouvoir d’après la loi repré- 
sentée par les équations (2 .), il ne s’éloignera jamais de P, au delà de o. 


(15) A l’article IV de ce chapitre on a exposé de quelle manière cette courbe peut se 
décomposer en courbes d’ordre inférieur. 


32 
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Cela posé, en suivant un raisonnement semblable à celui bien connu 
employé par DIRICHLET, on peut démontrer le théorème suivant: 

Tous les points isolés des quartiques (3 à) seront des positions d'équilibre 
stable du point P’. 

Soit P, un point isolé. Désignons par f, f; les valeurs des fonctions 
fi, fa au point P,, et formons l'expression 


LH + GP. 


I sera une fonction continue des coordonnées 2 ,g,r. 

Je dis qu’on peut trouver un nombre « tel que la limite inférieure des 
valeurs de I sur chaque sphère ayant P, pour centre et dont le rayon est plus. 
petit que «, est un nombre positif. | 

En effet, s’il n’était possible de satisfaire la condition précédente quelque 
petit qu’on prenait «, les deux surfaces 


REg ? AR 


auraient des points d’intersection réels aussi voisins que l’on voudrait à P, 
et par suite ce point ne serait pas un point isolé de la quartique à laquelle il 
appartient. 

Désignons par S la sphère ayant pour centre P, et pour rayon «. A l’inté- 
rieur de cette surface construisons une autre sphère avec le même centre.et 
avec un rayon plus petit que c. On l’appelera S’. Soit n’ la limite inférieure 
de I sur la surface S’. Ce nombre sera positif. Or I est une fonction continue, 
donc, à l’intérieur de S’, on pourra construire une troisième sphère S”, avec le 
centre P., telle que la limite supérieure des valeurs de I à son intérieur soit 
plus petite que v. 

Soit s le rayon de la dernière sphère. 

Faisons maintenant mouvoir le point P’ d’après la loi représentée par les 
équations (2 ;) à partir d’une position interne à S”. Puisque I doit garder une 
valeur constante pendant le mouvement, sa valeur sera égale à la valeur ini- 
tiale, c’est à dire sera plus petite que n’. Par suite P’ ne rejoindra jamais 
la surface S’, d’où l’on déduit que sa distance du point P, restera toujours plus 
petite que o. 4 

GOJE: D: 


2. On peut généraliser la proposition précédente en démontrant le théo- 
rème: 
Soit P, un point isolé d'une quartique appartenant au système (3 <), et soit 
o un nombre aussi petit que l’on veut. 
On pourra trouver deux nombres e et &' tels que 
1° si l’on change M, , m,, Mm, de quantités constantes plus petites que s; 
2° si dans sa position initiale on place P' à une distance de Ps plus petite 
que e, 
le point P' en se déplaçant ne s'éloignera de P, au delà de c. 
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En effet envisageons de nouveau les trois sphères S, S’, S” du para- 
graphe précédent. Soit ņ” la limite supérieure des valeurs de I à l’intérieur 
de S“. Nous aurons h” <W. Posons 7— n" =p. 

Puisque I est une fonction continue de #2, , m, , m,, nous pourrons trou- 
ver un nombre e&’ tel qu’en changeant m, , m, , m, de quantités plus petites 
que €’, les valeurs de I à l’intérieur de la sphère S changent moins que 0/4. Par 
suite de ce changement la limite inférieure de I sur S’ sera plus grande que 
n— p/4 et la limite supérieure de IT à l’intérieur de S” sera plus petite 
que n'’+p/4 Mais n+ p/4 Ln— 0/4, donc en plaçant P’ dans un point 
initial interne à S” il se déplacera sans jamais rejoindre la surface S. 


CO Eu D, 


On peut énoncer le théorème que nous venons de démontrer en disant 
qu’il y a une double stabilité des rotations permanentes qui correspondent aux 
points isolés: l'une par rapport aux changements du mouvement de rotation, et 
l'autre par rapport aux changements des mouvements internes. 


3. Passons maintenant à démontrer le théorème inverse de celui de 
l’article I, c’est à dire que Zes points de l'hyperbole cubique qui ne sont des 
points isolés des quartiques correspondent à des rotations instables. 

Nous nous bornerons dans cet article au cas où aucune des conditions 
(7 <) west satisfaite, en renvoyant à l’article IV pour la démonstration lorsque 
ces conditions sont vérifiées. 

Cela posé on peut être sûr que sur chacune des surfaces (3) n'existe 
qu'un nombre fini de position d'équilibre du point P’. Désignons par P, une 
de ces positions, et par f? , f les valeurs de f, et f, au point Pi. On pourra 
construire une sphère Z ayant P, pour centre, et telle qu'aucun point des 
surfaces f, = f, fa = f, qui est à son intérieur, soit une position d’équilibre 
de P,. Or si P, n’est pas un point isolé de la quartique à laquelle il appar- 
tient, il y aura une branche réelle de cette courbe qui passe par P,. 

Soit VP, une partie de cette branche interne à X et désignons par 26 
_la distance entre les points V et P,. Enfin soit VV” la partie connexe de VP; 
qui est située externement à une sphère ayant P, pour centre et dont le 
rayon est égal à e/2; e étant un nombre plus petit que o et qu’on peut choisir 
d’ailleurs aussi petit que l’on veut. On voit bien aisément, en rappelant des 
théorèmes connus sur les fonctions implicites, qu’on pourra prendre le nombre 
u de manière que chaque point de VV” soit à une distance moindre que e/2, 
d’un point de la quartique f, = f , f,= f + u, et en outre que celle-ci mait aucun 
point double. Il suffit pour cela de remarquer que sur la courbe VV’ on 
n’a aucun point d'équilibre et par suite il n’y a aucun point où les conditions 
(4 <) soient satisfaites. On tire de là que sur la ligne f, =f};, RL =f + u exis- 
tent deux points W’ et W, dont l’un est à une distance de P, plus petite 
que €, et l’autre à une distance plus grande que o. Si l’on place P’ dans le 
point W’, il doit parcourir la ligne f, = £ , fa = f + u et rejoindre le point 
W, -c'est à dire en partant d’un point initial qui est éloigné de P, moins 
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que €, il doit s'éloigner au delà de c. Cela prouve que P, est une position 
d'équilibre instable. 


Article SIA 


1. Tous les points d'équilibre du point P’, c'est à dire tous les points 
doubles des quartiques, se trouvent sur l’hyperbole cubique ayant pour 
équations les équations (4'.). 

Les théorèmes de l’article précédent montrent combien il est important 
de séparer sur cette courbe les parties où sont les points isolés de celles 
où sont les noeuds. Les points de passage entre les unes et les autres doivent 
correspondre aux cuspides des quadriques et nous donneront les points de 
passage entre les rotations permanentes stables et instables. Nous consacre- 
rons cet article à cette séparation dans le cas général où la cubique ne se 
décompose pas, c’est à dire lorsqu'on A œ> B> C, m, ,m,,m;, n'étant pas 
nulles. Nous renvoyons à l’article suivant pour le cas où ces conditions ne 
sont pas vérifiées. 


2. En différentiant deux fois les équations (3.) on a 


Apdp + Bgdg + Crdr = o, 


8 
deu A (Ap + m,) dp + B (Bg + m.) dg + C (Cr + m,) dr = 0, 


Adp + Bdg’ + Cdr + (Apdp + Bgd°g + Crd’r) = o, 
(0) | Adf + Bdg + C'ar + (A (Ap + m) d'p + B (Bg + m’) dg 
| + C(Cr + m) d’r) = 0. 


Ajoutons les équations (9+), après avoir multiplié la première par — à. On 
trouvera, ayant égard aux équations (6'e), 


A (AAD 2 BB ad AHE Ein DA, 


À cause des équations (6.), les deux équations (8,) sont équivalentes, par 
suite il suffira d'examiner les deux équations 


A (à — A) dp’ + BO — B) d? + Ci —C) dr =o, 


(ro) 
Apdp + Bgdg + Crar = o. 


Par l'élimination de dr on trouve 
A [CF A — A) + Ap° Gi —C)] dp” + B [C7° (A — B) + Be (A —C)] 47° 
+ 2AB (À — C) pgd pdg = 0. 


À la place de p , g , r substituons les valeurs (6’.). Alors équation précédente 
deviendra ; 
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PR (A — C) is C7n3 (À — B) Bn? (à — C) 
A AOA + AO ag BOT + P ae 
AB: m (À —C 
+ 2 A An Nr 5 dp dg so: 


Pour séparer les valeurs de À qui correspondent aux points isolés de celles 
qui correspondent aux noeuds, il suffira d'examiner pour quelles valeurs 
de À la forme différentielle précédente est définie et pour quelles valeurs 
elle ne l’est pas; et pour cela, il faudra calculer le discriminant de la forme 
différentielle et examiner son signe. Le rapport entre ce déterminant et la 
quantité positive ABC/(A — C}? sera 

(13 A=G-—A)G-B)Q 0) A" np Em, Om 

Le signe du facteur (A — A) (À — B) (à — C) change. lorsque À passe par 
les valeurs À , B , C; mais évidemment le signe de l’autre facteur aussi change 
pour les mêmes valeurs de À; et par suite le signe de À ne changera pas. 

Il suffit donc d'examiner les changements de signe du facteur 

Am Am Cm3 
AA 7 QE) | QC 
Si À croît, chaque terme du trinome décroît, par suite le trinome changera 
de signé deux fois seulement, les valeurs A , B,C exceptées: la première 
fois pour une valeur de À comprise entre C et B, et une seconde fois pour 
une valeur comprise entre B et A. Le trinome sera toujours négatif pour 
À <C et sera positif pour À> A. 

Il en suit que A sera positif le long de la branche g, (voir article I, § 3) 
de lhyperbole cubique et en deux parties des branches £r1»£&2 adjacentes 
respectivement aux points à linfini de L, et L,; tandis qu’il sera négatif 
dans les deux parties résidues des branches g, ,g, qui sont adjacentes au 
point à l'infini de L.. 

Les points de passage d'une partie à l'autre, c'est à dire des rotations sta- 
bles aux rotations instables, correspondent aux racines réelles de l'équation 


Am? Bn? C3 


AT TRENT conf NT SO A er PR 
(12 ¢) A —A) ii (à — B)? sù (à — C)3 à 
qui sont deux et sont comprises entre À et B, et entre B et C. 
3. L'équation précédente peut être écrite 


{Ap dp + Bg dg + Crar} = df, = + df, = 0. 


FE 


Il suffit pour voir cela de faire usage des équations (6’.). 

Les égalités précédentes démontrent le théorème: 

Dans les points de passage entre les points isolés et les noeuds, l'hyperbole 
cubique est tangente aux guadriques appartenant aux systèmes (3:) qui se 
touchent dans ces points. 
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Article IV. 


1. Nous avons jusqu’à présent envisagé le cas où le produit(s.) ne 
s’annule pas. Nous allons maintenant traiter tous les cas qu’on a laissés de 
côté. 

On peut suivre pour cela le même procédé qu’on vient d'employer. 
Puisque tous les calculs se répètent de la même manière, nous les spp 


S 


merons et nous nous bornerons à énoncer les résultats. 
| ASB DE Er = 0, 

je" Cas : ou m2; 

| Acu BGG | m ZO, 


la cubique se décompose en 


/ 


hyperbole CV +9 V/cm 


. rotations instables 


M3 T comprise entre À e 


LA 


p=0 RE 2 PR 
TER NT Re Bm Cm 


\ À n’est pas comprise entre les limites précédentes rofations stables 


Mı m > 
s 2 SR EE E E GA EASA LTEN S T T RIN 


droite lF B-E Aa : ES 


WAT BTE | M Zo, 
2ème Cas , ou iM = 0, 


A<B<C| m Zo, 


la cubique se décompose en 


hyperbole a Vos +c) re 


do ue mz bi comprise entre B et 
I=; 1 
AA ITO rE ‘| Vans: Vars 


à n’est pas comprise entre les limites précédentes rofations stables 


. rotations instables 


f e Mir m . . 
d = =- AS 
roite f =F Ase ani À a ns nées rotations instables. 


la cubique se décompose en 


. M3 M3 . s 
r comprise entre ——— —— .. .….. rotations instables 
droite f =0 , zey P SD NET 
l r west pas compris entre les limites précédentes rofations stables 
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droite g=0 , FS rotations stables 


droite f=0 , r = . rotations instables 


AS B>CIM"—=0, 
gème Cas : ou i mo, 
| ALB<C!|":=0, 
la cubique se décompose en 


M2 et Ma 
A—B C—B 
l g n’est pas comprise entre les limites précédentes rożations instables 


| g comprise entre rotations stables 


droite f =0 ,r—0 


droite g = x g ors o . rotations stables 
droite p =0 , g= 72 . rotations Stables 
C—B 
A>B>C | 
gème Cas (Cas d’EULER) 


M = M, = M3 = 0, 


la cubique se décompose en 


MER A0 into SRE nn D RS A «ere tuns UPOÉGÉIONS stables 
otre Mec ren ds noie aid Eos Ref 206 se zotations rables 
RO), ie dt RE RG LRO à + ts Croiañions instables 

M ZO, 

Lars Cas Fr B= Cim, O., 

MIO, 


la cubique se décompose en 


f 


hyperbole AV BmB] doit ET 
Le À comprise entre B et 3 — 3 . . . rotations instables 
Ft ca Qi re TE Pre amatam 


À n’est pas comprise entre les limites précédentes rozations stables 


| m 
EPE EA N 1" 


Tagai 
e Cas AZB—C M e a ; 
£ | mMm, =0, 


(16) Lorsque A Z B — C on peut choisir les axes d’inertie de manière qu’on ait #73 = O. 
(17) Dans ce cas nous supposons qu’on ait choisi les directions des axes de sorte 


que #72 èt A = B aient le même signe; ce qui est toujours possible. 
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la cubique se décompose en 


| g> TS ROUES | Ea EUR ES . . . . rotations instables 
droite 9=0 ; r—0 : 
g < re PE em de Le A GTA . . . rotations stables 
e Mo A 
droite g= ZB 5:72 Oe ET NE RA ane SR RON EN, CTOLATIONS Staples 


droite p =0 , g—= co. 


2. Il faut maintenant discuter les cas où le lieu des points d’équilibre 
de P’ devient un plan et une droite 


M Z2O OU M, —=0, 
1 Cas ABC tm —=0, 
Ms = 0), 
le lieu des points d'équilibre de P devient 
drone ÿ 20:94) #0." ANT MONA RS RAR ETAT" rotations stables 
plan 5 = = À (get 7? QueldORUE)”. FT TETE CET, . . . . rotations instables 
M Zo, 
2ime Cas À = B—C 4 M", — 0) 
M, = 0, 
le lieu des points d'équilibre de P devient 
droe p= 0, PE NUL ONE A RUE rotations stables 


plan =œ, 


Pour démontrer dans le premier cas que les rotations correspondantes 
à p = m,|(B—A) et g et r quelconques sont instables on ne peut pas 
appliquer le théorème qu’on a démontré au $ 3 de l’article II. 

Remarquons que dans ce cas les intersections des quadriques f, = 4,, 
fa = A, sont un couple de cercles. Les points doubles correspondent au cas 
où les deux cercles coïncident. Alors les deux quadriques sont tangentes 
le long du cercle double. Tous les cercles d’intersection ou de contact des 
quadriques f, = 4,, fa = 4, sont placés dans des plans perpendiculaires à 
l’axe de symétrie des deux quadriques et leurs centres sont situés sur cette 
droite. Le point P est en équilibre dans un point quelconque appartenant 
aux cercles doubles qui sont placés dans le plan p = #,[(B— A); mais aussi 
près de ces cercles que l’on veut existent des couples de cercles simples qui 
sont parcourus par le point P’ avec une vitesse constante. 

Cette remarque suffit pour montrer que l'équilibre du point P’ dans 
les points du plan 9 = #,/(B — A) est instable, et par suite que les rotations 
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permanentes qui correspondent à ces positions son instables. On tire de Ià 
L£ 


que le théorème donné dans l'article deuxième du $ 3 peut s'étendre au cas 
qu'on avait exclu. 


3. Il reste encore à examiner un cas particulier, savoir lorsque les trois 
systèmes d'équations (7 .) sont vérifiés. On aura alors 


À BC: 6 ME MI MR, = 0. 


Dans ce cas P’ est en équilibre dans tout point de l’espace; par suite tout 
point de l’espace est une position d'équilibre stable. 

Mais on voit aisément que dans ce cas il n’y a pas de stabilité par 
rapport à des changements des mouvements. internes. 

En effet choisissons les axes de manière que l’on ait 


PRO Rs 0 0 Fu à 
Si nous prenons 


M; —= O0 y m, Zo ; is = O 


on aura que, quelque petite que soit la valeur absolue de #1,, la trajectoire 
de P’ sera un cercle situé dans le plan g = 0, ayant le rayon égal à p, et 
dont le centre est l’origine des axes coordonnées. 
Donc les rotations sont sfables par rapport à des changements des rota- 
tions mêmes, mais elles sont instables par rapport au mouvement interne. 
De cette manière tous les cas qui peuvent se présenter ont été discutés 
et dans chacun on a distingué les rotations stables et instables. 


Article V. 


1. Nous allons développer quelques conséquences des théorèmes des 
articles précédents. j 

Commençons par supposer A œ> B >C, m, = m, = m, = 0. Nous envi- 
sageons le Ve cas de l’article IV. On peut alors dire que si le couple de quan- 
tité de mouvement est suffisamment petit, en prenant la position initiale 
du pôie de rotation assez proche d’une extrémité de l’axe d'inertie dont le 
moment est maximum, ou de celui dont le moment est minimum, la polodie 
sera aussi proche que l’on veut au pôle d'inertie. 


2. Une remarque, qui paraît digne d'intérêt, peut être déduite tout de 
suite des considérations précédentes. 

Si l'on voit Le pôle de rotation faire des petites oscillations autour d'un 
certain point, même si le système ne change de forme, ni la distribution des 
masses ne change non plus, oh ne pourra pas conclure que le point autour duquel 
le pôle oscille soit un pôle d'inertie. 

En effet si à l’intérieur du système existent des mouvements station- 
naires, le point autour duquel oscille le pôle de rotation au lieu d’être le pôle 
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d'inertie sera l’intersection de l’ellipsoïde d’inertie avec le rayon vecteur d’un 
des points isolés des quartiques que nous avons précédemment envisagées. 
3. Passons maintenant à l'étude des petites vibrations de P’ autour 
des positions d’équilibre stable. 
Supposons d’abord que la cubique (4) ne se décompose pas et dési- 
gnons par À, et À, les racines réelles de l’équation (12+). Prenons À de 
manière qu’elle ne soit pas comprise entre ces valeur. Alors 


m m 3 m 
(134 Po + CT ? Yo = 1 —5 3 Yo = ra 


seront des valeurs correspondant à une position d’équilibré stable de P’, 
c'est à dire à une rotation permanente stable du système. 
Posons 


p=h FO SL TÉE TESTER 


et supposons que & , y, p soient des quantités très-petites, de manière qu’on 
puisse négliger les expressions du second ordre formées avec elles par rapport 
aux mêmes quantités. Alors, puisque les valeurs constantes s , go , 7. satisfont 
aux équations (4), les équations (2 .¿) pourront s’écrire 


m3 (À — B) mat ne j 
Bry E CL 
I A-—C A ~ 
ED + getarnt js e res sise 
Ma ( A) x Mill; 2 
CESR Ta dr rent 


Pour intégrer ces équations posons 
dat, x—bet  , p— ce“, 


a,b,c,z étant des quantités constantes; z sera une racine de l'équation 


m, (à — B) ma Q — C) 
Az i PU ONA INR 
H CRETE DE à PRE) ME P 
RTC? B3 ' ET a a a 
A T CAR Cz 
| REE BE 1—A U " 


En développant le déterminant on trouve 


C) m3 G 2 i 
ABCz5+ (À — A) A — B) A — 0) [28h i, H y + amie = 0 


d’où l’on tire 


da P yaaa fes AO) NC Fe am Bm? Cm, |. 
a i = + i Jea eO [rar + ee t y 


De l'hypothèse que nous avons faite par rapport aux valeurs de à, on peut 
déduire que les racines z qui ne sont pas nulles, sont imaginaires. Par suite la 
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période de vibration du point P’ autour de la position d'équilibre stable sera 


2T 


/ A—A)A—B) A —C) we Bm Cmi 
y ABC ps tk 


BAC LD. a 


Si l’on change À entre les limites établies au commencement de ce paragraphe, 
la formule précédente donnera toutes les périodes avec lesquelles le pôle de rota- 
tion peut osciller autour des positions d'équilibre stable. Ajoutons les équations 
(144), après les avoir multipliées par #,/(À — A), m,/(A — B) , mà —C). 
On aura 


AM: dà Banz Cm, dọ 


EE CP aE E] + mr 
et en intégrant 

A Pr B (9 
(15e) re & TX de usa +. p = const. 


De même ajoutons les équations (14.) après les avoir multipliées par 
(à — A) ð, (A — B)y,(A—C)e. Nous trouverons en intégrant 


(16) AG—A)&+ BA —- B) y°+ C (A — C) p° = const. 


Ces intégrales montrent que le mouvement du point P’ a lieu sur une ellipse 
appartenent au plan (144), c’est à dire à un plan parallèle au plan tangent 
aux surfaces (3.) au point #,&;To: 


4. Il n’y a pas de difficulté à discuter les cas particuliere qui peuvent se 
présenter. Il suffit pour cela d’avoir égard aux résultats qu’on a établi dans 
Particle précédent. 

Nous examinerons seulement le cas où deux des moments d'inertie sont 
égaux, le troisième étant différent. C’est à dire quand on a 


AZB=—C. 


Alors en choisissant les axes d’inertie de manière qu’on ait m, = O, et en 
employant les résultats qu’on a trouvé dans le cas VI de l’article IV du 
Chap. III on aura que les rotations stables seront données par 


Mr Mo 


PPT MIDI ne Le 


To = O, 


À étant compris entre 


3 3 

A VByr: + B VA: 
3 3 FT: 
VB: + Vam 


Par suite, les périodes des vibrations du pôle de rotation autour des positions 
q’ Sgaite stable seront dofñnées par la formule 


B et 


27rB 2T 


a 8 J/AA HAL. à Br | cine Be 
A—=AP TAB); Bgo | Apo Ma 
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Lorsqu'il n’y a pas de mouvements internes il y a une seule position d’équi- 
libre stable du pôle de rotation (I cas, article IV) qui correspond à p = po, 
qg =r = O et la période de vibration du pôle autour de cette position est 
donnée par la période eulerienne 2 m B/(B — A),. On tire de là que les mou- 
vements internes donnent naissance à un nombre infini de positions d’équi- 
libre stable du pôle et changent les valeurs de la période eulerienne, de 
manière qu’elle peut prendre toutes les valeurs données par la formule 
précédente. ren 


CHAPITRE IV 


Rotation d’un corps à l’intérieur duquel existe un mouvement 
polycyclique quelconque. 


Artécle | 42 


1. Dans les chapitres précédents nous avons étudié la rotation d’un corps 
dans lequel existent des mouvements stationnaires. 

Il faut en général l’intervention de forces à l’intérieur pour maintenir 
stationnaires ces mouvements. On peut maintenant approfondir l'étude de 
ces forces et voir pourquoi et quand elles sont nécessaires (article VI, $ 3) 
et l’on peut étudier après ce qu’il arrive lorsqu'elles n’existent pas (article 
VII, VIII), ou lorsqu'elles ne sont pas capables de maintenir tous les mouve- 
ments stationnaires (article IX). 

L'étude de ces questions sera le but de ce chapitre dans lequel nous intro- 
duirons les idées et la terminologie que HELMHOLTZ a employées dans ses 
travaux sur les systèmes cycliques (9). 


2. Commençons par déterminer la force vive de tout système qui tourne 
autour d’un point fixe. 

Soit £,1n,6 un système d’axes en mouvement dont l’origine est fixe. 
Désignons par p,g,r les composantes de la vitesse angulaire de rotation 
dans la direction des axes. 

Supposons que #,7,w soiet les composantes de la vitesse relative 
aux axes &,n,C d'un point du système ayant pour coordonnées č% ,n, €. 
Alors les composantes de la vitesse absolue seront 


u +g —r u +rep i w+ pn—146Ë. 


Si la densité du système est p, la force vive sera 


T=} fp {Qu + gt — rn) (w + rE — pE (w + pn— g} dS, 
S 
(18) Crelle’s Journal. Bd. 97. 
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EE ———_——_——_—_———— -a a 


S étant l’espace occupé par le système en mouvement. On tire de la 
(I à) = — (AD°+ Bg°+ Cr°— 2 Dgr — 2 Erp — 2 Fpg) 
+mp+mg+mir+T 


où l’on a désigné par A , B ,C les moments d'inertie du système par rapport 
aux axes č, ,%; par D,E,F les moments mixtes d'inertie par rapport 
aux couples d’axes n,6; C,Ë; E,n, et l’on a posé 


m: = fp (um — ot) dS j m, = | p (u — wë) dS j ms = |p (0% — un) dS , 
$ $ $ 


T, = +fe (w+ v°+ w) dS. 
s 


On a donc désigné pa 7, , mM, , mMm, les composantes du couple de quantité 
de mouvement relatif aux axes ¢& ,n ,C et par T, la force vive du même mou- 
vement relatif. , 


3. On peut appeler ces mouvements relatifs les mouvements internes 
du système. S'ils ne changent la forme ni la distribution de la densité à Pin- 
térieur du système ils vérifieront la condition 


2 (pu) 2 (pv) ə (pw) 
E T T 


et le long de toute surface. de discontinuité on aura 
p (u cos nx + v cos ny + w cos nz) = ọ' (u' cos nx + v' cos ny + w cos n2) 


en désignant par # la normale à la surface de discontinuité, par p,#, v, 
w la densité et les composantes de la vitesse d’un côté de cette surface, et 
` par p’,#’,v’,w' les valeurs des mêmes quantités de l’autre côté. 

En général m, , m, , m, , To seront des fonctions du temps, mais si les 
mouvements internes seront s/afionnaires on devra les regarder comme des 
constantes. 


Article II. 


1. — Lorsque les mouvements internes sont stationnaires et le système 
n'est pas soumis à des forces externes on a les relations (en prenant £,n,t 
pour axes d'inertie: voir Introduction) 


(2 à) > (Ap°+ Bg°+ Cr°) = const., 

(3 4) (Ap + m,)°+ (Bg + m,) + (Cr + m}? = const. 

Si la force vive T est constante (voir article précédent $ 2) on doit avoir 
(4 a) | M, p + m,g + m,r = const. 


puisque L; est constante (et D = E — F — o). 
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Nous allons déterminer les conditions pour que la relation précédente 
soit satisfaite, quelles que soient les conditions initiales du mouvement. 


2. En dérivant PAPE" (44) par rapport à ż, on trouve 


(4'a) Mir 4 Lim M; A L ym M3 ra = 0. 


Multiplions les équations différentielles: du mouvement (voir Introduc- 
tion) 


A + AE ET a F sOy 
F+ (A—C)rp + mr — mp =o, 


Z + (B—A) pg +m p—mg=o, 


par m,|A , m,|B , m,/C. En les ajoutant on aura, à cause de léquation (4'4), 


TE (B — C) gr + FE (C — A) rp + (A — B) pg 


I I I I 
—m m (5) mms) ms — ajr o: 
Il est aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette 
équation soit satisfaite quelles que soient les valeurs de 2 ,g,r. 
Elles sont ou 


A Bet 
ou 
B= Cou: 290) mi 
ou 
Gr Ant poh: my, = 0 
où enfin 
A=P' TM s0. 


On tire de là le théorème suivant: Z7 est nécessaire et suffisant pour que la force 
vive du système soit constante, quelque soit le mouvement initial, que l ellipsoïde 
d'inertie soit une sphère, ou qu'il soit un ellipsoïde de révolution par rapport 
à l'axe du mouvement interne ©’. | 


3. On peut maintenant se poser la question suivante: 
En prenant d’une façon particulière les conditions initiales du mouve- 
ment, est-ce qu’on peut trouver d’autres cas dans lesquels la force vive reste 


constante? 
On peut répondre tout de suite affermativement à cette question; à cet 
effet il suffit de remarquer que la force vive sera constante toutes les fois 


(19) Il est évident que le dernier cas comprend le premier. 
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que le mouvement de rotation du système sera permanent (voir le cha- 
pitre III). Mais ce cas n’est pas le seul; il y en a aussi d’autres. 

Pour les trouver il suffit de chercher les conditions qui doivent être 
remplies pour que les équations (24), (34), (44) aient un nombre infini de 
racines communes. Par l'élimination de p entre ces équations on trouve 


B(B—A)g+C(C—A)7°+ 2 (B — A) m, g + 2 (C — A) m,r = const. 
(Am3 + Bm) g° + (Am; + Cmi)? 
+ 2 Am, m, gr — 2 Agm, g — 2 Agm, r = const., 
ayant posé | 
(4 a) g = m, p + m.g + m,r = const. 


Les équations précédentes auront un nombre infini de racines com- 
munes lorsque leur résultante aura tous ses coefficients nuls. 
Si l’on écrit que le coefficient du terme de 4% degré est nul, il vient 


{mi BC (B — C) + mi CA (C — A) + m, AB (A —B)}. 
+ 4 ABC {m2m£ A (B — A)(C — A) + 2m? B (C — B) (A — B) 
+ mimiC(A—C)(B—C)}=0. 
Cette équation sera satisfaite seulement si l’on a 
ABERG 
ou si ug OU 7, OU M3 s’annule. En effet on peut l'écrire 
{mi BC (B —C)-—miCA (CA) mi AB (A —B)}° 
+ 4 A° BC (B — A)(C — À) : | 
—{ mi CA (C — A)=—m2 AB (A — B) — m BC (B —C)}° 
+ 4 B? CAm mi (C — B) (A — B) 
= {m} AB (A — B) — mi BC (B —C)— mi CA (C— A) } 
+ 4 C* AB m (A — C) (B —C) = 0. 

On tire de là que, si la condition A = B =C n’est pas satisfaite et si 
les quantités #1, ,",,mA;ne sont pas nulles, T sera constante seulement 
lorsque p ,g,7 seront constantes. D'où l’on déduit le théorème: 

Si l’on a un système qui n'est pas soumis à des forces externes et dans lequel 
subsistent des mouvement stationnaires,. la condition nécessaire et sufisante 


pour que la force vive soit constante, lorsque A,B,C ne sont pas égaux, et 
Mı , Ma, M, NE sont pas nuls, est que la rotation du Système soit permanente. 


4. Supposons maintemant qu’on ait m, = O. Alors la dernière équa- 
tion s'écrira 


mC (B—C)— mA (A — B) =0 
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LES 


pet. RER) 


Donc il faut que B soit comprise entre A et C. En supposant A> B>C 
on pourra poser 


m, =Ee A(A—B) , m,= +eÿC(B—C) 


€ désignant une quantité constante réelle. Les équations (24) et (34) 
deviendront ua 


Ap°+ Bg°+ Cr° = const., 
A? p°+ B°g°+C°r°+ 2eAYA (A —B)p + 2eCYC(B —C)7 = const. 


Par l'élimination de g entre ces équations on trouve 
A (A — B) p°+C(C—B)7°+ 2 £A YA (A — B) 2 + 2 eC YC (B —C)r = const. 
Cette égalité peut s'écrire de la manière suivante 
(5 4) [Aaz + C8 =r +e (A0) 
x [VA (A — B) 2 F lCB=Or+ e (A + C)] = const. 


Supposons que les valeurs initiales de p et de 7 soient telles que le premier 
facteur du premier membre de l’équation précédente soit nul; on peut démon- 
trer alors que ce facteur sera toujours nul. Cette proposition est évidente 
lorsque les valeurs initiales de p et de 7 n’annulent pas le deuxième facteur. 
Mais s’ils l’annulent, alors on a 


pe — eÀ DAEL T. ES + eC 2 +elC(B—C) _ 3 
VA CASE PP LE | VC (B—C) B—C B—C 


et par suite le mouvement de rotation est permanent (voir chapitre III, 
article IV, $ 1, 3° cas); p et 7 garderont alors une valeur constante et par 
conséquent le premier facteur sera toujours nul. 

Observons maintenant que si le premier facteur est nul, la condition 
(4 4) peut être déduite comme une conséquence. On peut donc conclure: Za 
force vive sera constante lorsqu'on a 


m, = e |A (A — B) ET NC e R E MERE: eVC (B —C) 
et que les conditions initiales du mouvement sont telles que légalité 
VA À —B) ps + VC(B—C)r +e(A—C) =0 


soit vérifiée, q ayant une valeur quelconque. 

Réciproquement si la condition (44) doit être remplie, ou elle doit coïn- 
cider avec l’équation qu’on obtient en annulant le premier facteur de l’équa- 
tion (54), ou les deux facteurs du premier membre de cette équation devront 
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être constants et par suite  ,g ,r seront constants, c'est à dire le mouve- 
ment de rotation sera permanent. 

Remarquons enfin que si l’on suppose que non seulement #,, mais #, 
ou m, Soit nul, alors il faut qu’on ait B = A ou B =C, c’est pourquoi on 
revient aux cas envisagés auparavant ($ 2). 


5. On peut résumer l'analyse qu’on vient de faire dans cette proposi- 
tion: - 
Tous les cas particuliers dans lesquel la force vive du système est constante 
se réduisent aux suivants: 
1° Le mouvement de rotation du système est permanent; 
2° On a, € étant une constante, 


m=eVA(A—B) , m =0 , m—=+eC(B—C) , A>B>C 
et les conditions initiales sont telles que 
pVAG—B) £ CB —C)+e(A —C)=0; 


3° L'ellipsoide d'inertie est de révolution autour de l'axe du mouvement 
interne. 
Dans le 3™! cas les conditions initiales du mouvement peuvent être quel- 
conques. 
Les cas précédents exceptés, la force vive du système doit changer; par 
suite il faut des forces pour maintenir stationnaire le mouvement interne. 
C’est pourquoi si ces forces n'existent pas le mouvement interne doit cesser 
d’être stationnaire. | 
Donc de la même manière que les mouvements internes changent le mou- 
vement de rotation du système, celui-ci tend à changer les mouvements internes. 


6. Nous venons de trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que la force vive du système soit constante. Or ces conditions sont 
nécessaires pour que le mouvement interne se maintienne stationnaire sans 
qu'il intervienne aucune force, mais évidemment elles ne sont pas suffisantes. 
En effet la somme des travaux des forces qui servent à maintenir station- 
naire le mouvement peut être nulle, sans que chaque force soit nulle. 

Nous verrons dans l’article VI les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le mouvement soit stationnaire lorsqu’aucune force n’agit. 


Article III. 


1. Nous avons vu dans l’article précédent que la force vive d’un système 
où subsistent des mouvements stationnaires change en général avec le temps. 
Nous consacrerons cet article pour en calculer l'expression. 

Il suffit pour cela d'employer les formules que nous avons trouvées 
dans le chapitre II, article III, $ 3. On a 


33 
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M: M; M; M, Mi 
T E SET HEE E TEE Po ARS Me 25}; — A 
? Se M: 01 + M: 02 + M3063 +M,6 EP $ 4 ? 
i Y M:o; 
I 
M: M2 M; M, NM 
ME Dee Oo on MDN A Ar x —B° 
ES M: 0: + M202 + M3 63 + M40 HE ét dE 
YhM;5 
I 
Mr M: M; M4 Ÿ M; 3 
RA À — C ho Se eh S ste M4 o 
à M3 | M:0: + M262 + M303+M,0 F 3 4 
V M: 
ám Vi O; 


où pour symétrie on a remplacé o par 6,. 
On tire de la 


4 2 2 7 
Ol RE), 
(6 à) m, p+ mg + 7 = M 


Mais les quantités À; sont les racines de léquation (voir (25'+)) 


An? 


Bn? 
Rx :E) Pr SEE 
REA Hia 


+ aei +24 — K, =0 
par suite on aura 
era s QE reed M 


Am Cm3 


SN Poi Diet trés 


Ayant égard à l'équation (24 ;) on peut écrire 
K, + mi + me + m = K? 


donc (comparer (25'';)) 


mi m, Ma a K° 
PRE 1 AR. 6." Ta araa EN 
et enfin 
4 K2 = M; 
2, M, GE 2A)os DE va 
6) mp+mg + mr = E EKE 2. 
YM;5; YM;o; 
1 I 


2. Il ny a plus maintenant de difficulté pour calculer la force vive. 
Il suffit d'employer la formule (1 4) de l’article I dans laquelle on prendra 


D= E = F = 0, On aura 
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= L (Ap Bg Cr?) + m, p + mg + mr +T. 
Mais (voir (24)) 
— (AP° + Bg'+ Cr) = 4 = const. 


Donc, à cause de AP (6'4), on trouvera 


4 s 
2 + 5; 
TRE HT. 
YM;5; 
Article IV. 


1. Examinons maintenant les variations produites par le mouvement 
de rotation du système sur le mouvement interne, lorsqu'il n’y a pas de 
forces capables de le maintenir stationnaire. 

Pour simplifier nous envisagerons d’abord un cas particulier, et dans les 
articles suivants nous discuterons le cas le plus général. 


2. Supposons que le mouvement interne soit la rotation d’un tore de 
révolution homogène autour de son axe de symétrie, et que celui-ci soit 
fixe dans l’intérieur du corps. 

Désignons par œ la vitesse angulaire de rotation du tore, par æ ,ß, Y 
les cosinus de direction de l’axe du tore avec les axes d’inertie du système 
E, h, C; par u le moment d'inertie du tore par rapport à laxe de symétrie. 

Les composantes du couple de quantité de mouvement due au mouve- 
ment interne dans les directions &, n ,% seront 


M, = pox >» m, =p , m= poy 


et la force vive du mouvement interne sera 
I 2 
+ = E 29) © 


Par suite la force vive du système, dont la forme et la distribution des masses 
ne changera pas, sera (voir (1 4)) 


T = (AD BoF Cr) + po (pa + gB + y) + E po. 


F 


Si le système n’est soumis à aucune force externe nous pouvons écrire les 
équations du mouvement de la manière suivante (voir Introduction, eq. (7)) 


Fe at CT De ur 78 tu o, 
(74) | B+ (A —C)rp + po (ra — py) + BE — o, 
| TON SAT NT 
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Si le tore aussi, en tournant autour de son axe, n’est soumis à aucune 
force, on aura, à cause du principe des forces vives 


(1a) T =Z (Ag + Bg + Cr’) + uo (pa + gB + ry) + + uo? = const. 


3. Nous avons trouvé quatre équations (7 4) et (1’4) où paraissent quatre 
fonctions inconnues, c’est à dire p,g,r,. Les quantités p,g,r déter- 
minent la rotation du système, et œ détermine le mouvement interne. 

En dérivant l’équation (1'7) par rapport à # on trouve 


A9 + BE + Cr tuof +R yZ) 


+ uT (pa + 98 +r) + po =o. 


Ajoutons les équations (7 4) après les avoir multipliées par 2 ,g ,r. Il viendra 


Ap & 2 + By Atci TET EAA iai 
D'où 
Ft à us Ve ta=0 


et en intégrant 
(8 4) Ww + ap + Bg + yr = const. 


Entre © ,p ,g,r subsiste donc une relation linéaire à coefficients constants. 
A l’aide de cette relation on peut éliminer © dans les équations (74). En 
intégrant ces équations on aura p,g,7 et par suite, à cause de l'équation 
(84), on aura w. 


Il est aisé de voir sans même faire des calculs que le problème de l’intégra- 


tion peut se reconduire aux quadratures et qu’on obtient des fonctions ellip- 


tiques. Il suffit pour cela de remarquer que par le principe de la conservation 
des aires on a l’intégrale suivante des équations (7 4) 


(AD + uoa)? + (Bg + of) + (Cr + poy)? = const. 


Remplaçons dans cette équation et dans l'équation (1'4) œ par la valeur 
qu’on tire de l’équation (87). On trouvera deux relations de 2% degré entre 
P,g,7r. On déduit de là que p ,g,7 peuvent s'exprimer comme des fonctions 
elliptiques d’un paramètre, et par une quadrature on peut trouver une relation 
entre ce paramètre et le temps. L’équation (87) montre que même w peut 
s’obtenir d’une manière analogue. Nous en resterons là dans la solution de 
ce cas particulier, parce que nous considérerons le cas général dans les 
articles suivants. 
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Article V. 


. Nous allons discuter la question tout à fait générale de la rotation 
autour du centre de gravité d'un corps dans lequel existe un système poly- 
cyclique quelconque 9%. Le cas que nous avons étudié dans l’article précédent 
n’est qu’un cas très-particulier de mouvement monocyclique. Nous pouvons 
supposer des mouvements polycicliques de plusieurs sortes. Comme type nous 
pouvons par exemple envisager approximativement des réseaux de canaux 
dont les sections soient très-petites par rapport à leurs longueurs, et dans 
lesquels circulent des fluides homogènes ©», 


2. Soient D,, Pa; Pa,°°", pn les coordonnées cycliques du système et 
&, ; @,,°"*, @m soient les paramètres. 
L'expression de la force vive du mouvement interne sera en général 


© < dh; dp, dôy d dh; dă 
EDA E N N EE AN de 28 


= =1ÿ, >» dis Oi Os + 7 LS, 5, Önk dre i H AS) Š ara Ee 


en désignant par œ; = dpildt les intensités cycliques du système. 

Nous verrons après les termes qu’on doit négliger dans cette expression. 
Les coefficients ais , Önt , Cin seront des fonctions des paramètres. 

Les composantes du couple de quantité de mouvement seront 


m, = È; Ea +È,e ex © =È, aroi + À, ei Eri , 
(9a) m, = D, bii + DA a =}, bior + Š; fa E, 


=S, m 4% DZ =, Gi Oi + M Je de 


OÙ ai, bi, Ci, Eh, fn, ga Seront des fonctions des paramètres. On pourra aussi 
supposer que les moments d’inertie À , B,C et les moments mixtes soient 
des fonctions des paramètres. 

La force vive du système sera (voir article I, eq. (1 2)) 


= (AS + BA + Cr°— 2 Dyr —2 Erp — 2 Fpg) 
+mp+mg+mar +T. 


(20) Voir HERTZ, Die Prinzipien der Mechanik. Zweites Buch. Abschitt 5. 
(21) Dans l’art. IX nous envisagerons un cas de rotation d’un solide qui renferme un 
fluide dans un récipient tubulaire dont la section est quelconque. 
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3. Un déplacement virtuel du système sera déterminé par les com- 


posantes d’une rotation infiniment petite. qu’on désignera par Ô& , dy, do 
et par les differentielles ò; et Ô&;. Ecrivons le travail virtuel sous la forme 


U= M:d0ù + M, òX -> Mg de -= D P; Pi Dh I; 36, . 
Ms , Mn , Mg seront les composantes du couple de rotation; P; seront les forces 
correspondant aux coordonnées cycliques Z; et Il; celles correspondant aux 


paramètres &;. 
Par des formules connues on aura 


a 
òp = 7 JS + gd — rò% , 
d a 
òg =- ON + rd& — pòp, 
d 2 
dr = 700 + DD —qdà. 
En employant le principe de HAMILTON on trouve donc l'équation suivante 
fı fo 
OT [ diiis oT/d à 
o = [GT + U) dt = |} EUR dö + gòp — 78y) -— CF SX + rD&— pòp) 
to to k 
OT { d a 
E SC òp + pèz — gö) 
n n m d d 
+ px g + biq + Gr + z dis Os + >, Cik a) E ap 


< Ç < LL d de © ITa 
+ 2, g + fig + air + D, co: + 2: pu Lt) da + 2; Fan 4 


I I 


dt 


+M:56 + M,0x +Mrdp + D, Pèp: + D, M dos 


où l’on doit supposer que d& , dy , dp , ðZ; , d&; soient nuls aux temps 4, ,4,. 
Par des intégrations par parties on trouve les équations différentielles 
du mouvement 


n 91 OT OT 
ÈS” ul a Ry; 
d aR oT OT 
7 Pa Mo 
.d oT OT OT 


(104) | 4 iae dam gen à 


n m dë 
a (az 4- biq + Gr + D, a Ws + >, cs me) = P;, 


d 9 m di E 
dar + 19 + gir + 2: w; + 2: ou) = IL. 
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4. Supposons maintenant que les paramétres changent si lentement 
que leurs dérivées par rapport à ź soient infiniment petites. 


En les négligeant, on trouvera que la force vive du mouvement interne 
sera 


n n 
2 Edo 


Lo. 


© | = 


La force vive totale sera 


T” =- (Af + Bg? + Cr° — 2 Dgr — 2 Erp — 2 F pg) 


+ D, (ap + big + ar) oit >D, D, as oros 


et les équations différentielles du mouvement deviendront 


d e IT’ PE M 
PC UNE CET RER 
d OT’ OT” OT” 
Do AT SET Me 
d oT’ OT’ OT’ 

Go) or TP Ta Me 


\ 


tes + big + air + È, aio) = Pa 


d < ë 
es (us + fig + gr + 2: Cih cs) M IM. 


Pour que le mouvement interne soit, cyclique, même si les dérivées des inten- 
sités cycliques ne sont pas négligeables, il faut supposer que les coefficients 
cin scient des quantités négligeables ©®. 

Alors les équations précédentes deviennent 


[243 IT’ ao 
a r PM T T 
D: à ST’ OT” 
AR ON Rs O a, Un 
d oT' OT” IT’ 

(10/2) (D re UE 7 D MN 


d n 
de” x oT 
| 77 Ê fag + gar) — 5 = Ma. 


\ 


Il est inutile d'ajouter quele système ne sera rigoureusement cyclique que 
si les paramètres seront constants. 


(22) Voir VOIGT, Kompendium der theoretischen Physik. 1* Bd., page 86. 
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5. En supposant que le couple de rotation soit nul, ajoutons les trois 
premières équations (10x) aprés les avoir multipliées par 8T/ep , 8T/èg , Ter. 
On trouvera 


at ALL SPP LAC AP e LA CA 
2 dt % òg dt og ry dt © F 
et en intégrant 
AT\2  [OT\2 [OT 4 
pika T E 


Désignons par x,y,z un système d’axes fixes et représentons dans la table 
suivante les cosinus des angles qu’ils forment avec les axes č, ,% 


Burit G 
k x Xr s X2, La 
V BI Dos Pa 
PA DEA APILA 


En employant les formules de PoIssoN (Introd., eq. 2), on tire des équations 
(104), si l’on suppose toujours M; =M, = M; = 0, 


OT Ya 
eo 


dy 
A dus Fr 


(Ba + Bear + 


d oT 
LS 3p apai ÊD 3g D iiy, ss 
d'où par intégration 


OT oT OT 
né 7 —— E 71 — Cta = const, 


OT êT 3T 
"4 T E + Bs -zy — const. 
oT 
3x s HE TE s+ Ya z — const. 


Ces intégrales sont les intégrales des aires et léquation (114) peut être 
déduite comme une conséquence d’elles. 
Si le plan xy est le plan invariable, alors les deux premières constantes 
sont nulles et la troisième est K; par suite il vient 
Ja 1 ©T 1 T 
r 


(12 a) Chats 7] ; 17 Ke À TOTT 


6. On tire très-facilement des équations (104), étant v < 7, 
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d ar d © 
Pa DE u TO n A oi -r S 
© dara OT © OT. dû, 
Ses prt 
dt 


=M; p + Mng + Mir + à P; ©; + >, Nr, . 


Cette équation peut s'écrire de la manière suivante 


d oT me 
a 2 +R + +2 Cr Lies pe 
a(S) 
(T dd Td Tdr ȘT a T r | T dön 
jap d 9 ar Ait de ES LS LT ð, di re) dt? 
dt. 


=M; + M, g+Mr+D, P; où blin 
Mais on a 


adT E a 


ja: 3T Fa 3T dr T do; , K | OT da IT. d'à, 
dt ə F % P HER RH ÈE dE À di me |? 


LT OT DET DE TN D AT 6 
RE ART ÈS 1 A RD PT N 


donc l’équation précédente deviendra 


t! ~ n A 
=M; p + Mug +Mir+ D; Pror + D, In, 4 » ÎT de 


= Pop 2 Dw; dt 


| 


Supposons que les intensités cycliques y+: , @,4,,::-:,@, soient constantes, 


alors il viendra 


d Š ST : v m ~ 
03) A(T- $ o bL)=M +g Mirt À Pot $, m a 


S’il existe une fonction des forces relatives aux paramètres (3) et qu’on la 


désigne par ®, on aura 


(23) HERTZ, Die Prizipien der Mechanik, page 240. 
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et par suite l’equation (134) s’ecrira 


7 


d ş 3T č db 
4T- pa Qi T) =M;2 + Mag + Mir + 2: P; o + M 


v+1 


Multiplions par df et intégrons, nous trouverons 


LA É 
(42) T— Xi = fans + Myg + Mir) d + $, | Posat + D+, 


4 étant un constante. 
Si les mouvements internes sont isocycligques, c'est à dire si les inten- 
sités cycliques sont constantes, l'intégrale précédente deviendra 


: £ 
(144) T— Yo = fans + Me HM) dO +4. 


Si aucune des quantités œ; n’est constante, alors 


t t 


(14) T =| Msp + Mag + Mind + $, | Prode + D +4. 


Article VI. 


1. Supposons d’abord que le système soit rigoureusement cyclique, 
c'est à dire que les paramètres soient constants. Supposons en outre que 
les intensités cycliques soient constantes. 

Le mouvement sera socyclique, c'est pourquoi nous revenons au cas 
où les mouvements internes seront stationnaires et le corps ne change pas de 
forme, ni la distribution des densités change non plus. 

Alors les équations (10”4) se reduiront aux équations suivantes 


j d'À T T 
CETA E e an 
d 3T OT 3T 
A a, aaa a Tom à 
(104) 
d 3T 3T 3T 
r E TU M, 


. dp dq PU li. 
li Pt at GT P; 


et si le couple de rotation est nul les trois premières équations devien- : 
dront 
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d TT Ca à oT 

| np 0% Tag 0» 
dadl oT T 

IV de A Sk ee ph — 

(1o) | F7 a T E PE S) 
d 2T, OT oT 

NU a A 


Pour les réduire à la forme qu’on a donné auparavant il suffit de prendre 
pour axes Ë ,1n,C les axes d'inertie, et alors les équations précédentes se 
reduisent aux équations (3). 
On peut donc énoncer les résultats qu’on a obtenus dans le chapitre 
20e de la manière suivante: Si à l'intérieur d'un corps qui n'est soumis à 
aucun couple de rotation existent des mouvements isocycliques (les paramè- 
tres étant constants) alors les composantes de la rotation sont des fonctions elli- 
Dptiques du temps, et les cosinus, des angles que les axes d'inertie du système 
forment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 


2. Remarquons que T est une fonction de 2è"° degré, par suite si nous 


posons 
= pe en + +6) 


= VH [Ap — Fg — Er + mn) (— Fp + Bg — Dr + m)? (— Ep — Dg 


+ Cr +m), 


“Ai co E SENSAS gi M 
A RE Ea dan ter T] 


I 


Ap?’ + Bg? + Cr? — 2 Dgr — 2 Erp — 2Fpg), 


= -Ta 
H étant donné par la formule 
A,—F,—E 
H a ioris eiB 
—ÆE,2D; YC 
les équations (10!z) deviennent {voir article V du chapitre I) 
d afd d ahha dr 24) 
dt _ d(g,r) en dafis nt: 9) hinad d(p,4) 


et l’on peut obtenir l'intégration (voir chapitre II, article II) sans déter- 
miner d'avance les axes d'inertie du corps. L’équation de 4è® degré dont 
dépend la solution sera 


| E? +F°+A(A—)) ,ED — FA —F (B —)) , FD — EA — E (C —ì) , Am: — Fr — Em, 
ED—FB—F (A —)) , F? + D? + B (B —ì)_, FE — DB — D (C — à) , — Fm: — Bma— Dm; 


FD—EC—E(A—)) , FE —DC— D(B—)) , E? + D? +C (C—A) ,— Em: —Dm: + Cm 


o= | 
Am: — Fm — Em, , — Fm: + Brie —- Dm; , — Em: — Dm: + Cm3 » 24 — Ki | 
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où l’on a (voir (14'4)) 


h = const. = — (AP + Bg° + Cr°— 2 Dyr — 2 Erp — 2 Fpg) =T- a 


2 
K, = K? — mi — mı — m3, 


étant (voir (11 2)) 


K? = const. + (Ap — Fg — Er + m.) + (Bg — Fp — Dr + m,y” 


+ Ep Drt crim = (J ET E 


3. Les formules (10'a) font connaître un autre élément très-impor- 
tant dans la question. En effet, la dernière de ces formules nous donne l’ex- 
pression des forces qui sont capables de maintenir stationnaire le mouve- 
ment. On tire de ces formules la propriété suivante qui complète la proposi- 
tion que nous avons énoncée à la fin du premier paragraphe: 

Les forces nécessaires pour maintenir stationnaire le mouvement sont des 
Jonctions elliptiques du temps. 

Pour le calcul de ces forces nous renvoyons au $ 4 de l’article IX (voir 
(23 4)). En attendant, nous pouvons nous servir du résultat que nous venons 
de trouver pour chercher dans quels cas les mouvements internes pourront 
se maintenir stationnaires sans que l'intervention d’aucune force ne soit 
nécessaire. Nous emploierons les résultats que nous avons trouvés à larti- 
cle II et nous les complèterons. Rappelons en effet que les conditions que 
nous avons données dans cet article, par rapport à la question que nous 
nous posons, sont des conditions nécessaires et ne sont pas suffisantes 
(voir $ 6, article IT). | 

On tire de la dernière des formules (104) que les forces internes 
seront nulles lorsque 


(144) aip + big + r= const. (PESARA, 204 ny: 


Remarquons d’abord que ces conditions sont vérifiées lorsque le mouve- 
ment de rotation est permanent. On peut donc dire: 

Si le mouvement de rotation est permanent, il ne faut pas de forces pour 
maintenir isocycliques les mouvements internes. 


Lorsque le mouvement de rotation n’est pas permanent, rapportons 
nous aux axes d'inertie. 


Si les forces ne doivent pas exister il faudra que la force vive soit cons- 
tante, c’est pourquoi on aura (voir article II, $ 1) 


M; D +, + mr = const. 


Ap? + Bg? +" Cr° = Const. 


sans que 2,g,7 soient des quantités constantes. 
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Donc pour que les conditions (144) soient vérifiées il faut que 


ai b; FF 
£ —+ = 7 — const. 
Mi Ma M3 


Nous avons donné (article II, $ 5) les conditions que m, , m, , m, doivent 
vérifier pour que la force vive soit constante lorsque la rotation n'est pas 
permanente, on aura donc tout de suite les conditions nécessaires et suffi- 
santes que nous cherchons. 
En rappelant la proposition que nous avons donnée au $ V, article II, 
et le théorème que nous avons énoncé tout à l’heure on aura: à 
Les forces étant nulles, le mouvement interne sera isocyclique dans les cas 


suivants: 
1° lorsque le mouvement de rotation est permanent; 
2° lorsque 
a=% AB., &=0 , a= +0YC(B—0C), 


les quantités 0; étant des constantes et les conditions initiales du mouvement 
étant telles que 


VA (A =B) + VOB CHF HA CO) S Go = 0; 


3° lorsqu'on aura 
Aa Te" ps 0, 


le mouvement initial de rotation étant arbitraire. 


Articler TT 


1. Nous allons examiner ‘dans cet article un cas important qui peut 
se présenter. C’est le cas où les forces correspondant aux coordonnées cycli- 
ques sont nulles. 

St Bb: = PS0 OR aura 


d (ap + big 4 cr TÈ lis Os ež, ca n) = O 
et en intégrant l 
a; p +H big Hir RS dis Os À} ca Dh — K;, 
r r 
K; étant une quantité constante. 


2. En employant les intégrales qu’on vient de trouver, on peut éliminer 
les intensités cycliques. En effet, en ayant égard à légalité ais = asi, cal- 
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culons le déterminant 
| Air s Aie 5° * 5 Qin 
$ 


Aar y oo 5° ‘sr Qon 


duerarerte a ef SE oa 


EN d r LA » 5 Le 
et désignons par A;, le rapport entre l'élément réciproque de a;s et le dete 


minant. 
m da 
(071 
On aura, en posant È, CA = Vi) 
n 
(1642) D; dis ORRE K; — v: — a; p — biq — ĉir 
I 
d’où 


(17 d) GO; = j Ais (K, ame Us) SR Ès Ais as — Ès Ais bs — 7ds ÀA;, cs: 


Ou si 


on a (voir article V, § 2) 
e a pa vs Fi prie y 7 Vi Oi T= = jr a($. lis Os + 2 si) ae 
= LS, ©: (K; +v: — ai p — big — cr) pr. 
Et en remplaçant w; par l'expression (174) on trouve 
T. = = (ap° + bg H or pa dgr + 2erp + 2 fpq) 2 D: S Azs di Ks 
g È. ÿ, MBK. $, “4 Ana R EDS ARR, EE, Ati Ve AP! 


ayant posé pour simplifier 
n n n n n n 
AE z ee Ais rar ? ð = ss. s Ais bi bs 3] Cree 2: T Ais Ci Cs) 
I I I 1 I I 
n g 


” aj 2: È, As bi e ‘ ns p bx Asi Ci ds , fi ik 2: 5, Azs di bs k 


I 


Si dans les formules (94) on remplace &,-:-:@, par les expressions (174) 
on a 
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m, = D, >, Ai: (K; — vi) a— ap — her + D, e, —— EF , 


C 
H 


m= DD, A: (K: — vi) cs — ep — der + Der à à, 
d’où l’on tire 
m, p + m,g + mar = — (ap + bg + cer + 2 dgr + 2erp + 2 fpg) 
+9 [ÈÈ A Kioa + S, a “| 


+315 D, A: (K:— vi) 6, + à, gta 


à id IS > À; (K; — V;) Gs AÈ $, | 


On peut donc calculer l'expression de la force vive du système qu’on obtient 
par l'élimination des intensités cycliques, savoir 


(ia) (T) =2 {A — a) p +(B—6)g + Cer 
—2(D+d)gr—2(E+e)rp—2(F +f) pa} 


K Sn eE Pg 2. a dire 


ayant posé 


n n n n 

ei = er> D; D, Ai astin ; Ía =fr D; D, Ais bs Cin 
Z I I I 
n n | a n 

Er = Eh — p> >A At % Orr 0 — > D Acc. 
I I I 1 


Nous avons écrit (T) au lieu de T pour désigner l'élimination qu’on vient 
de faire. 


3. Pour transformer les équations (104) par l'élimination des quan- 
titès &;, remarquons que l’on a 


(18 à) = p+T By 4 dr 4 ur apr 2, z dé, 


à, in sT Ee 
baT) 
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A cause des équations (154) on peut écrire 


et des équations (174) on déduit 


pad i 
m ð ($, A,s (Ks — 25) mr Z, A;r a; — g D; A;r bs —r ZA, c) 


I ~ 
D TAE. EE AET 


T5, er > Ass cin — È, Az as 8p — È, Ais bs òg — Ès Ai cs Br. 


Par suite en posant 
Ds 2, Ais K; As = fad , 2; Z. À;: K; ős Ta L , D 2, À;, K; Cs = 4 


7e 7 À;; Cih K; = Sh 


I I 


la formule (18) s'écrira 


ST = (S e+ REA AR ds 


dt 


+ D, 5 fr + X; b, A; K; K, 42, Sh ca l p — ng—hr JG . 
Mais 
2 (T) 2 (T ee er OT (T dæ 
=i PS P FS, m FD 3 GES 
Ca) 
en conséquence, si nous comparons les dernières formules nous aurons 
1! 2T D IT im IT 2m 
Rp ix x) + 2 ’ Fu + lá , ETI E 3? 
ST >: 4 TOUR 
| ET 73105 RÉ 
(194) { dt dt 
ie tap +ug + bre Syn 4 =Z2;2,A;K,;K: 
DO T0 Iz 


On peut donner à ces équations une expression plus simple. A cet effet 
posons 


=T) +L +h + hrt S, SAR, 
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ou bien 
(204) O=—{(A — a) f} + (B—6)g" + (Cedr 
— 2 (D + d)gr —2(E+e)rp—2(F +) pq} 


+ (5,4: Te +2) +e($, fo m -i (Še ai +4) 


m m 
I dh = 
+= 2, 2, 60 Te DE +5, se a jy Azs KK,. 
I I 
On aura alors 
T 4 T _ 4 aT __ 3 IT 20 
ə Æ : 9%  dg : dr dr AL ASS cr LME. | 
OT oT 
DEC A E a? + hat dr +à, Önk s 
gepa a( 2 
dt dé 
et par suite les équations (107) peuvent s'écrire 
| d 3@ 2. 2 
ME AL RE “nant 
d 20 20 2O 
RE Pie 
(214) d 30 c0 5 


FAR SE" RS 7 Don 


Las+hatart à, HR A UE) a) - = Il: 


Am acte V EII.: 


1. Supposons que les PEMER du système cyclique soient constants. 
Alors les équations (214) qu’on vient de trouver se réduisent aux trois équa- 
tions 


di-a 20 20 
SES A LIT erria 2 
a aa e AA 
, | di 20 cO 20 
ea) AT NOR a T tu 
d -e cO ê 
=M; 


dans lesquelles on aura 
(20'4) © =—{(A — a) p° + (B —b) g + (C— 6) r°—2(D + d)gr 
—2 (E +e)rp—2(F +f pq} +lp+lg+lr. 


34 
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Les coefficients de tous les termes de cette expression sont constants, par 
suite les équantions (21') correspondent à la rotation d’un système dans 
lequel existent des mouvements stationnaires, en supposant que les moments 


d'inertie par rapport aux axes Ë,n,@ soient 
ÀA— a, B—8,C—0c, 


que les moments mixtes d'inertie par rapport aux couples d’axes n,û; 
6,6; E,n soient 
D+d,E+e,F+/, 


et enfin que les composantes du couple de quantité de mouvement du mou- 
vement interne soient 
| ATRN ARE À (voir article VI). 


On tire de là le théorème suivent: 

Soit un corps dont la figure reste invariable, dans lequel la distribution 
des densités n'est pas alterée, à l’intérieur duquel existe un mouvement poly- 
cyclique laissant les paramètres constants et sur les coordonnés cycliques duquel 
n agit aucune force; sous l'action d'un couple donné, il tournera autour du centre 
de gravité comme un autre corps dans lequel existe un mouvement stationnaire, 
qui est sollicité par le même couple moteur; les intensités cycliques dépendront 
à chaque instant de la rotation du corps. 


2. Remarquons que la forme quadratique 


(20"4) {A — a) p + B— igp (Cer 
—2 (D +d)gr—2 (E +e)rp—2(F +P) pa} 


est une forme définie positive. Cela dépend de l'expression (1”4) trouvée 
pour (T) qui étant celle de la force vive doit être toujours positive. Mais on 
ne peut pas démontrer que A — a , B — b, V — c, vérifient les conditions 


CB EE OPA ES 
(Cn (A1 26 5 
(A—a)+(B—H>C— 6e, 


auxquelles doivent satisfaire les moments d’inertie d’un corps réél dont la 
densité est toujours positive. C’est pourquoi dans le théorème précédent 
lorsqu'on parle du corps qui tourne de la même manière que le corps donné, 
il faut envisager un corps idéal dont la densité peut devenir aussi négative. 
Du point de vue analytique et cinématique il n’y a aucune différence entre 
le mouvement de ce corps et celui d’un corps réel, puisque la forme quadrati- 
que (20”4) est une forme quadratique définie. 


3. Le théorème qu’on a donné à la fin du $ 1 ramène la recherche du 
mouvement d’un corps dans lequel existent des systèmes polycycliques, et 
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qui n’est soumis à aucun couple extérieur, au problème qui a été traité 
auparavant, et l'intégration, dans ce cas plus général, s'effectuera encore à 
l’aide des fonctions elliptiques. (Voir le chapitre IT). 

On pourra énoncer la proposition suivante: 

Les composantes de la rotation et les intensités cycliques d'un système, dans 
lequel existent des systèmes polycycliques, dont la figure et la distribution des den- 
sités n’est pas altérée, et qui n’est soumis à aucune force extérieure, sont des fonc- 
tions elliptiques du temps; les cosinus des angles que les axes d'inertie forment 
avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 


4. Si l’on voulait effectuer la solution de la question en la ramenant à 
celle du mouvement d’un corps dans lequel existent des mouvements station- 
naires, on pourrait d’abord réduire les équations à la forme (3) et après faire 
l'intégration par les méthodes qu’on a données auparavant. Mais il est évident 
qu’on peut atteindre le but d’une manière directe beaucoup plus simple. Il 
suffit pour cela d'appliquer les propositions de l’article V du 1* chapitre, 
$$ 3, 4, comme nous avons déjà montré dans l’article VI. En effet, lorsque 
M; =M =M; =0 on peut ramener les équations différentielles (214) au 

type (124), puisque © est une fonction de 24 degré. Le HESSIEN de la fonction 
© sera 


PERE AR. EEN 
H=|—(F+f) o  B—6 ; —D+d) 
Se Dan de 


et on calculera tout de suite les fonctions f, et f, par les formules 


h=- lAa EN EEr 
+E E+N +B +27 +27 
+E E+ e)p DEAC Ar LT) 


h= aA D+ Bag H+ Cera + d)gr 
— 2(E+e)rp—2(F +f) pq}, 
de sorte qu’on aura 


SA Le E Cat.) ARR) 


dt d(g,r) j di d (r, p) É dt Re d(2,9) 


5. On peut intégrer directement ces équations par la méthode qu’on a 
donnée dans le 20e chapitre à l’article II. Cette intégration dépendra de la 
résolution d’une équation de 4% degré qu’on écrira tres aisément en partant 
de l'équation (123) du même article. (Comparez article VI, § 2). 
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Les expressions des composantes de la rotation et celles des intensités 
cycliques seront les suivantes 


T (3) 
NO o #+N® o, u+NG ou +N® ou 
M® o, u + M ou + M9) 6, u + MO 64 ý 


NO oru NO oau + NO 03 2 NY ou 
M® 6, u + M? o, u+ M) o, u + Mory. 


(22 a) | 
ME o, u+ NO Ozu + N® 0, u + N® ou 


RE M 6, + M® 6, u + M9 o u + MO 62° 


LE) o,u+L® 0, # + LS) o ut L(9 o u 
Or S — 
(1) ( (3) í 
M° o, u +M® ou + MG s,4+M# ou 
où LË , MË , NË sont des quantités mo 
Si nous employons les quantités a% du 2e chapitre, article II, on 
aura 


a) 
NY = —M® as 


œ 


w) ; 
44 


(23 a) 


h h A h 
EET e. a TE a re 24) Ais 


as X4 
(4) 
Ed 


Dra M® À 


La relation qui subsiste entre # et x sera l'équation linéaire (voir (23)) 


IA P O D ps 


(8: — e3) H 
ź, étant une constante arbitraire et À, ,À,,À,,À, les racines de l’équation du 
47% degré. | 
Pour calculer les cosinus des angles que les axes £ ,n,6C forment avec 


les axes fixes, il faudra d’abord déterminer y,,Y,,y,;. En employant les 
formules (124) on aura 


[n=rl A-a- F+ -E+ Ar FI, 
(254) = RE +/)2+(B—0)9—(0D +d) + A], 
K-E+e2—0D+02g+(C—o7r +4]. 


Par la méthode qu’on a donnée aux articles IV, V, VI du 2è® chapitre on 
pourra obtenir l'expression des autres cosinus. 
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` 


6. Dans le cas que nous venons de discuter le système est abandonné à 
son inertie, car on a supposé toutes les forces nulles, soit le couple de rota- 
tion, soient les forces relatives aux coordonnées cycliques. On peut désigner 
ce cas en disant qu’il correspond à un mouvement adiabatique du systeme. 
Donc dans un mouvement adiabatique (les paramètres étant constants), les com- 
posantes de la rotation et les intensités cycliques sont des fonctions elliptiques 
du temps. 

_ Il faut remarquer cependant que /e mouvement interne n'est pas adiaba- 
tique. En effet calculons les moments cycliques. On aura 


à raTa 


- Lise 


=, dis © = K; — a; p — bi q — ĉir. 


À 
co; 


On voit qu’ils ne sont pas constants, mais qu’il sont des fonctions linéaires 
des composantes de la rotation du système (%9. 


Articles: IX? 


1. Les résultats qu'on a trouvés aux articles VI, VIII prouvent que 
les paramètres étant constants, et le mouvement du système étant isocy- 
clique ou adiabatique, la solution peut être obtenue par les fonctions ellip- 
tiques. 

Nous allons maintenant discuter un cas plus général, dont ceux qu'on 
a envisagés sont des cas particuliers, et dans lequel la solution peut s’ob- 
tenir de la même manière. 


2. Supposons que quelques-unes seulement des forces relatives aux 
coordonnées cycliques soient nulles. Alors on voit bien aisément qu’on pourra 
éliminer dans les équations du mouvement autant d’intensités cycliques, 
qu’on a de forces nulles. 

Pour obtenir ce résultat il n’est pas nécessaire de faire de nouveaux 
calculs. On peut se servir des formules que nous avons trouvées à lar- 
ticle VII. Il suffit pour cela de supposer que quelques-unes des coordonnées 
à, ,@,,:-, Öm ne paraissent pas explicitement dans les formules (10 7). 
Alors elles deviennent des coordonnées cycliques et les paramétres sont les 
coordonnées résidues. 

Donc les formules qu’on trouve par l'élimination sont les équations 
des (214) dans lesquelles on devra retrancher les termes ĉ0/%ð, relatifs 


“ 


à celles des coordonnées. &; qu’on a supposées être des coordonnées 
. $ 
cycliques. 


(24) Voir HERTZ, Die Prinzipien der Mechanik, page 239. 
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3. Appliquons ce résultat au cas où le système est rigoureusement 
cyclique. Alors on pourra supposer que toutes les coordonnées &,,&,,---,6», 
soient des coordonnées cycliques. Désignons leurs dérivées d&,/dt, dü,[dt ,--., 
dõm/dt qui sont des intensités cycliques, par &;,&,,---, ©, , et posons 
Il; = P}. Les équations (214) pourront s'écrire 


d 20 30 30 

DR TT Rex 

d 00 30 30" 

Æ CON ON CUT 
(21""d) d 80’ 


| 30’ 30” Lt À 
mp VE ea TAN NT Mç, 
m 
PA g Hig tert $, bu o) = Pi, 
où 


(20° a) ea C e a A E A 


—2(D+d)gr—2(E +e)rp aE PS 


TR (5, eh oih) +9 (5, fs oit) + ($, gi it) ++ D, D, ino o. 


m 
PR : , dü 
On a supprimé dans l’expression de ©’ les termes b Sk Te et les termes 
I 


m m $ 
— +», D A; K;K, qui paraissent dans l'expression de @, mais qui dis- 
I r 


paraissent dans les calculs des dérivées. 


4. Soient maintenant les intensités cycliques %;, ©,,:**, ©» des quan- 
tités constantes. Dans ce cas les coefficients de p ,g ,7 dans tous les termes 
de ©' sont des quantités constantes. Par suite /e théorème énoncé au 1® § de 
l'article VITI s'étend au cas où quelques coordonnées cycliques ne sont pas sou- 
mises à des forces et les intensités cycliques correspondantes aux autres coor- 
données cycliques sont constantes. 

Si le couple de rotation est nul, alors l'intégration des équations (21”4) 
pourra s'effectuer par les fonctions elliptiques. 

En effet, en rappelant les résultats obtenus à l’article V du 1* chapitre, . 
on pourra écrire les équations (21) sous la forme (comparez le § 4 de 
l’article VIT) 


dp _ alffa dg _dlfi fa dr Alia) 


La) RS e A E ADO E eE EO 


f: et f; étant donnés par les formules 
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f= leo +Da—E+or+È doit 4] 


d -e + f) p +(B—6)g —(D tart Šrota] 
+-E+top—D+dgt Cort aoa], 


f= atA DP++ BiH Cor 
—2(D+d)gr—2(E +e)rp—2(F +f)pg} 


A—a ,—(F+f),—(E+e) 
nb Rd Ds Mi 
—(E+e),—(D+d), C—c 
Les expressions des fonctions inconnues p,g,r;&@,,@,,:-.,0, sont les 
mêmes que celles données dans l’article VIII au $ 5. 
Pour obtenir les expressions des forces P} c’est à dire des forces qui sont 


capables de maintenir constantes les intensités cycliques ©, , ©, ,--.,©,, il 
suffira de remarquer que la dernière des Me (21"4) s'écrit 


Pi = eh 4. Pina A j 
et à cause des équation (22 4) 


E fa dfi, fa) d? fi, fa) 
BA Gin BG D E a 


Par suite en posant 


SD = exp + fig +gir 
on aura 


af fa, fà 


(23 à) TT on . 


On tire de là que les forces P} seront représentées par des fonctions elli- 
ptiques du temps. 
Article X. 
1. Nous avons donné à l’article V les formules (107) dans lesquelles 
on a introduit les coordonnées cycliques et les paramètres. 


Les paramètres que nous avons considérés sont des quantités indé- 
pendantes, mais on pourrait très-bien envisager des paramètres liès par 
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des relations correspondant à des liaisons. Si les paramètres étaient liés par 
les relations indépendantes - 


Ji (ÕÕ, y Om) = 0 A Ta Vs a Dea e na Je (Oh , 0: ,: eo A 


il faudrait modifier les équations (107) en ajoutant au second membre de 
la dernière d’elles les termes 


£ 
> MCE 0 
né ” à 


2. Nous n’allons pas approfondir le résultat qu’on trouverait de cette 
manière. Plutôt comme complément des formules que nous avons don- 
nées, nous voulons envisager le cas du mouvement d’un corps solide et d’un 
corps liquide homogène qu’on peut supposer remplir une cavité du premier 
corps. 

S étant l’espace occupé par le liquide, la force vive du système sera, 


en se rapportant à des axes liés invariablement au corps solide (voir arti- 
cle V) 


= — (A£? + Bg° + Cr°— 2 Dyr — 2 Erp — 2 Fpg) 
UEH Ees +a (eds 
tefek GE Au, (ET — n Feas, 
où č, N, C sont les coordonnées des points du fluide et p sa densité. 


Pour vérifier léquation de continuité il faudra prendre 


TE 


+ 3n à + 2% an ai 


Par suite, en employant le principe de HAMILTON, en trouvera les équations 


pra MET 
Gad i teate a (Ev) 0, 
ERP PRET 
(ipeE pm 
(24'2) PE EC 
PEN 15% M: ; 
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V étant la fonction potentielle des forces agissant sur le fluide et Mg, M, , 
M4 les composantes du couple de rotation. Si nous posons 


n dé __dn E dY 
ar a a ee eE TA 
et si nous désignons par le symbole 8/84 la dérivée partielle par rapport à 
£ d’une quantité en la regardant comme une fonction de č, 1, %,ź, les 
équations AS deviendront 


Le Vue Fo TT z Z +2 (qw —ro) 


Fe tata Pipi 
sY uoi +w = + 2 (ru — pw) 
(25 a) 
težo 422 vo 
E RUE SE AA 2 n Lg a i S + 2 (pu — qu) 
+ AE — Aai + =V)=0, 
d 20 
a a ta T on — S 
, d 20 20 20 
(25'a) Le A AN SE PTT à 3 M,, 
d 20 8 29 
| e ar P ax Ep Mr, 
où 


= (A#' + Bg’ + Cr — 2 Dgr — 2 Erp — 2 F f9) 


TP | nw — čo) pd S +g | Cu — Ex) pdS + r | Ev — m) pds. 
$ S S 


A ces équations il faut ajouter l’équation de continuité 
q J k 


(26 d) E ee 2 + z= 


et l'équation au contour 


(2742) u cos n + v cos nny + w cos ný = o, 


n étant la normale à la paroi qui limite l’espace occupé par le fluide. 


3. Envisagerons le cas óù le fluide n’ait pas de tourbillons, c’est à dire 
où lon ait 
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Les équations (154) s’écriront 


ÉCRIS 


| Halo rtn 0, 
EREA EE 


(28 à) 


+2fr rs $)+e r2 -=o, 
E e +R E a 
| +2(9 95) t æ 0 


C’est pourquoi 
ə 2g 29 dr dp] __ 2 Ka: EPE p dp dg]. 
abea rr) ti a ta a a a aE 
On tire de là et de l’équation de continuité 
9 29 29 2p \ _ d 
EA E I A 
et dune manière analogue on a 
9 29 EL) ©p\ _ dg 
abat) e 
9 d 8o 2p\ _ dr 
a ta tre) a 
Par une intégration on trouve 
ə : S ? d d 


C étant une quantité constante. 
Si le mouvement de rotation du corps solide est permanent, cette équa- 
tion devient ; 


(29 4) Das tri. 


La constante C doit être nulle, parceque si nous conduisons un plan tangent 
à la surface qui limite le fluide, et qui soit normal à l’axe de rotation, au 
point de contact on aura ® 


(29 +) J3 tg trg = 0. 


(*) Basta infatti osservare che 2 ;g,7, sono proporzionali ai coseni direttivi della 
normale al piano e che la componente della velocità del liquido secondo la normale stessa, 
nel punto di contatto, è evidentemente eguale a zero. [N. d. R]. 
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Prenons pour axe € l’axe de rotation, alors l’équation (294) deviendra 


et les équations (284) s’écriront 
a. JAHRG- a 
EE GT aa ai A 


en supposant que le mouvement du fluide soit stationnaire, 
L'équātion de continuité (264) et celle (272) qui doit être vérifiée 
au contour seront 


da dso 88 l 
(26'4) e LE” += 0, (274) a = ©: 


Donc si 4 est la fonction conjuguée de ®, c’est à dire si 


p + ip = F (E + in) 


on aura (*) 
P= — E3 +] 20) +K, 


K étant une constante. 

Pour que les conditions (26'4), (27'a) soient vérifiées, il faut que ọ soit 
polydrome et que l’espace occupé par le fluide n’ait pas la connexion linéaire 
simple. 

Calculons maintenant les composantes du couple de quantité de mou- 
vement du fluide par rapport aux axes. La composante dans la direction 
Ë sera 


de RE merite Has, 


et puisque Ÿ est constant le long des intersections du contour avec des 
plans parallèles au plan En, on trouvera #, — 0. De même on aura 
Ma = O. 

On tire de là que l’axe du couple du mouvement interne est parallèle à 
l’axe de rotation, c’est pourquoi celui-ci (voir (6’.)) doit être un axe de 
inertie. 

Nous avons donc une infinité de mouvements possibles permanents du 
solide et du fluide renfermé dans un recipient tubulaire sans que le fluide ait 
des tourbillons. (Voir la note à l’article V de ce chapitre). 


(*) Basta infatti osservare che si hanno le due equazioni êp/ôn = 94/06 ; 2¢/% = 
— 94/2n e sostituire in (284), tenendo presente che per la (29,4) la z è costante. [N.d.R.i. 
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Note au chapitre IV. 


1. Nous avons fait usage dans le chapitre précédent du principe de HA- 
MILTON et des équations du type LAGRANGE-LIOUVILLE; mais on peut très- 
bien s’en passer et démontrer directement la relation qui subsiste entre le 
mouvement adiabatique et le mouvement isocyclique en employant seule- 
ment l'équation symbolique du mouvement, c’est à dire l’expression analy- 
tique du principe de LAGRANGE. Il faut pour cela se servir d’une transforma- 
tion très-élégante de cette équation donnée par M. BELTRAMI (5). 


2. Lorsqu'on a un système qui peut tourner autour d’un point fixe, 
soient g, , g2 , g, des paramètres qui déterminent sa position. Supposons que 
dans ce système existent des mouvements cycliques et que les forces relatives 
aux coordonnées cycliques soient nulles. 

L'équation symbolique de M. BELTRAMI peut s’écrire dans ce cas 


3 2U k 
òL == su —( r a), 


où L est le travail du couple des forces appliquées au système et U est 
donné, par des calculs que nous supprimons, par 


—U =- [A —4)p9+(B—8)7 H(C—dr— 20 +a)gr —2(E + er 
2 (FE) 591 FAT LE g FLAT OREAK R, 

les notations étant les mêmes que celles que nous avons adoptées dans le 

chapitre précédent. 


On peut tirer de là aisément le théorème auquel nous avons fait allusion 
et de même les équations du type LAGRANGE-LIOUVILLE. 


CHAPITRE V. 


Quelques applications au mouvement du pôle terrestre. 


Ar TREND 
1. Lorsque les mouvements internes ne sont pas stationnaires nous 
avons vu que les équations différentielles du mouvement sont les suivantes 


(voir Introduction (7)) 


(25) BELTRAMI, Sulle equazioni dinamiche di Lagrange. « Rendiconti dell’ Istituto Lom- 
bardo», ser. II, vol. 28, fasc. 14. 
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d dm: 
A + (C—B)gr +m,g —mr + =o, 


dmz 


TA B4 (A—C)rp +mr—m p+ =o, 


dm; 


dr 
CE BA) 2e + #, 2 — 1,9 + ee 0 


et on a l'intégrale (voir Introduction (6)) 
(2%) AD Fm) +(Bag+ m) + (Cr H m = K 


En général on ne peut pas donner d’autres intégrales et par suite on ne peut 
obtenir l'intégration par des quadratures. 
Supposons À — B; alors les équations précédentes deviennent 


[| dp C—A Ms : dm: \ I 
| ner sub aal dr RES 
dq CESA TE E F ET: dma\ I 
Ga) 2 A -r +7] » Sn ET 
es 1 dm, | (m:1q9—m2p) 
“pot cf AN € 


2. Pour intégrer ces équations différentielles, nous pouvons employer 
une méthode d’approximations successives. 

A cet effet remarquons que si l’on connaissait p et g, on pourrait 
calculer 7 par la troisième équation. On trouverait 


i 


(5) r = a, — gm + ọ | (mg — m p) dt, 


a, étant une constante arbitraire. 
De même si lon connaissait 7, on pourrait intégrer les premières équa- 
tions. En effet posons 


(5 «) A an rer à 


(6 e) | 


on aura alors 


rt Pg Fee 
d 
-gT PÊ = 
En posant 
u = f pdt 
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ces équations peuvent s'écrire 


dp P dq AS | 
dE À AT RUN QUI ES 
d’où 
p=C,cosu—C,sinx , g—=C,sinz +C,;cosz, 
dC yia ili A ed dC, an 
; D COS UT a A e à g nu + cos # =. 


Par l’intégration des dernières équations il vient 
C, = f(a cos u + B sin u) dt + a, 


Cash sin v — B cos 4) dt + a, 


a, €t a; étant des constantes arbitraires. Par suite 


| p = | [a cos u + B sin x) dt + a| cosu 


E | j cd 


g = | f (æ cos u + B sin u) dt + a| sin u 


adri sin 4 — B cos 2) d + a| cos w . 


\ 


Prenons d’abord 7 donné par la formule 


I 
A MTE ETES TT 


et substituons cette valeur dans les équations (6.). D’après les équations 
(Je) on déterminera et g et en substituant les expressions qu’on trouvera 
dans l’équation (4e) on aura une nouvelle valeur pour 7. On pourra de même 
employer cette expression de 7 pour obtenir une nouvelle détermination 
de p et g. Ainsi de suite on aura la solution par des approximations suc- 
cessives. 


3. Il est aisé de calculer les séries qui donnent la solution par cette 
méthode. i 
En effet posons 


I C—A m 
mnt: ar Rite | , u = f(r: A +7), 
o 
I dm dm 2) 
LE ms a (a Yi m , B; = (= Mi Yı a ; 
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DA |f COS #, + B, sin #,) dt + a. COS %; 


t 


+ | Ce sin %, — ß, cos #,) dt + CA Sin %; ; 


a. [j COS #, + B, sin #,) dt + A sin %, 


o 


t 
— | Cu Sin %#, — ß, cos #,) dé + a COS %; 
o 
et écrivons pour # >> 1 les formules récurrentes 


t 


Vn = a (m, Dr TE Ma Dn:) dt , 


Ł 
O A 
tin = [ru dt, 


NI 


C—A "+ C—A 
PRES Zaire , Lol È si). 


n= [ffen] (Euler (Ea) 
flrcn(£u)-#eo(Èu)| 2 


Les intégrales des équations proposées seront 


p=} p j g = 29 ; r= Ñ r;. 


I 


On peut démontrer que ces séries sont convergentes pour les valeurs 
de # comprises entre certaines limites, si l’on suppose que 7, , mM, Mz, 
dm;ldt, dm,ldt soient des quantités finies. 
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Article Ty. 


1. Dans les équations différentielles (1) on peut regarder m, , M, mM, 
comme les fonctions inconnues et p,g,7 comme des quantités données. 

Le problème mécanique qui correspond à cette question analytique 
est le suivant: 

On connait le mouvement de rotation du système, déterminer les mouve- 
ments internes qui correspondent au mouvement de rotation donné. 

Dans le cas où %7, ,",,m, sont les fonctions inconnues, l'application 
de la méthode des approximations successives conduit à des résultats beau- 
coup plus simples que dans le cas traité dans l’article précédent. 

En effet, prenons d’abord 


m = — | KC — B) gr + asg — ar] dt—A ($ — £o), 


E 
m =— | KA —C) rp + air — asp] dt — B (g — g), 
t 
mP = — | KB —A) 59 + a p — a, gq] dt—C (r — r), 
A; , &a, 43 étant des costantes arbitraires. 


Ecrivons après les formules récurrentes 


| 


f 
i panes p 
m — EA i q — m”? r| at, 
o 
(8) Mi= ijf Ct Fr mE? p] dt, 


me) = — [trs — m” gl dt, 


et calculons les séries 


(2) 
ME = a+ D», , 
I 


Sté (#) 
m, = a; + Am 


Elles donneront les intégrales des équations différentielles (1 ,). 
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Le théorème géneral de M. PICARD (% sur la méthode des approxima- 
tions successives, avec la modification apportée par M. LINDELÖF, prouve que 
les séries précédentes sont convergentes pour toute valeur du temps qui 
soit limitée dans un intervalle où p,g,7 sont des fonctions continues et 
finies. Il est intéressant de particulariser le raisonnement général à ce cas 
particulier pour avoir un résultat que nous allons énconcer. Soit P la limite 
supérieure des valeurs de p,g,7 pour # comprise entre — T et T. 

Les formules (8,) montrent que si l’on suppose 


n M N Caa : 
a DS ES rer à j 3 C T EE), 
on aura 
(”+1) 2 MP" INRIA 
CPR N A, 


Supposons maintenant que lon ait 
AR ac 


et soit A la limite supérieure des valeurs de |% ara l; |g — g|, |7 — ro 
et a la plus grande des quantités |a, |, |a|, |a|. Allors on aura 


| mP <= © P + a] 2 Pz + AA 
et par suite 
(2 Pz)” 


ce qui prouve que les séries (9,) sont convergentes. 
On aura aussi si | ¿| <T 


PAETA 
|(e— 1) 


+AA , 


| ml Ep +4] C 


(10e) mii SP +a( (et — j) + AAE, 


Par les raisonnements ordinaires on prouve que les séries (9,) satisfont aux 
équations différentielles (1,) lorsque les dérivées de p ,g,7r sont finies. Pre- 
nons dans les formules précédentes ź = ź,, puis faisons évanouir ź, et chan- 
geons en même temps les fonctions (2), g (A,r (£ de manière que p(#,), 
g (t) 7 (f) gardent toujours les mêmes valeurs, qu’on désignera par , 
g,r7. On aura à la limite pour 4 — 0 


Mr — Qi = À (p — Po) J Ma a, = B (g — g0) , m; — a; =C (r —7r.). 


On a ainsi Zs relations qui doivent subsister entre PFORCE Mis Mas Ma dans 
leurs points de discontinuité. Il est facile d'interpréter ces formules comme 
celles qui donnent les discontinuités de la rotation dues à un choc qui 
change brusquement les valeurs de m, , m,, mz- 


(26) PICARD, Traité d'analyse, T. III, page 88; E. LINDELÖF, « Comptes rendus », 
26 février 1894). 
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2. Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent à la pro- 
position: Soëf donnée une loi arbitraire de rotation. On pourra toujours engendrer 
dans un corps quelconque des mouvements internes qui ne changent ni la forme 
ni la distribution des masses du corps, tels que le corps sans être soumis à aucune 
force externe, tourne autour du centre de gravité d'après la loi donnée. 

Si le corps était rigide il suivrait les lois bien connues de la rotation 
libre d’un corps rigide, par suite le théorème précédent peut être énoncé 
de la manière suivante: 

Toute anomalie qu'on remarque dans la rotation libre d'un corps peut être 
expliquée par des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la distri- 
bution des masses du corps. 

La formule (10), montre que |#1,|,|#,|,|#,l sont aussi petits que 
Pon veut, pourvu que À et T soient suffisamment petits. 

Donc foute altération de la rotation d'un corps, pourvu qu'elle soit suffi- 
samment petite, peut être produite par des mouvements internes qui ne changent 
ni la forme ni la distribution des masses du corps et qui sont aussi petits que 
l'on veut. 

3. Les propositions précédentes conduisent à des conséquences im- 
médiates dont nous allons donner quelques exemples dans ce paragraphe 
et dans le paragraphe suivant. On connaît la rotation d'un corps dans lequel 
existent des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la distribution 
des masses du corps. Comment peut-on changer les mouvements internes de ma- 
nière qu'ils produisent toujours le même effet, c’est à dire que la rotation du corps 
ne change pas? 

Si M, m, m, sont les nouvelles valeurs de #1, , m, , m, il faut qu’on ait 


d. } A am: 
AP + (C—B)gr + msg — mr + =o, 


dı , , dm, 
BA —C)rp + mir — ms p + Te 


= ©, 


dm3 


Ziy EDA 2 CAS Ba A ET e a Se 


Retranchons les équations (1.) et posons 


’ 11 ' r , LL 
Mai — Mı = Mi , Me — Ms = Mi $ Ms Mas — Ma) 
on trouve 
am! s) S 
Zi mi g— mir = 0, 
dm,' n i 
T tr m; p=o, 


dm; LL r 
ara a E an a H te 


www.rcin.org.pl 


de 


‘les équations étant du même type que les équations de PoISsoN (voir Intro- 
duction). Si nous appelons o, ßB,, Y: ; &2, B2, Ya; %3, B3, Y3 les cosinus des 
angles que les angles č, ,% forment avec les axes fixes x, y,2, les intégrales 
générales seront 


M: =C, Xr + CB: +C; Y:, 
Ma m 9 æ + CB: RAGAY aa 
mz = C, æ, + Ca B3 + Cs Ys» 


C, , C2, C, étant des constantes arbitraires; d’où l’on tire 


Mi = M; +C, Xr + C, B: +C, Y: 
Ma = Ma +C, da t Cra F Ci Yas 
m, = M3 +C, a; + CB +C Yas 


Ces formules résolvent complètement la question proposée. 

En prenant m, = m, = m, = O et en remplaçant &,,&z, %3; Bı, B2, B3; 
Yz» Y2» YA par les expressions données par JACOBI pour ces cosinus dans le cas 
d’un système rigide qui n’est soumis à aucune force, on aura zous les mouve- 
ments internes qui ne produisent aucun effet dans la rotation libre d'un corps. 

De même si nous prenons #,,2,#, constants et que nous mettions 
à la place derg aas a Bra D; Pas Ya: Yao Yy les expressions que nous 
avons trouvées à l’article VI du chapitre II pour ces cosinus lorsque les mouve- 
ments internes sont stationnaires, on trouvera fous les mouvements internes 
variables qui produisent le même effet que les mouvements stationnaires. 

On tire de là qu’un corps peut avoir un mouvement de rotation, comme 
s’il était rigide ou très rapproché à celui qu’il aurait s’il était rigide, et cepen- 
. dant il peut s’engendrer à son intérieur un mouvement tel que le moment 
du couple de quantité de mouvement soit aussi grand que l’on veut. 


4. Un résultat qu’on peut concevoir beaucoup plus facilement est le 
suivant. 

Supposons qu’on ait tracé les polodies correspondant au mouvement 
rigide sur l’ellipsoïde centrai du corps ayant pour équation 


AE + By + CC = 1. 


Si en supposant B compris entre A et C, on conduit les plans 


č _1/A(A—B) g- AGE) 
ce ans (be E 


la surface de l’ellipsoide sera’ découpée en quatre régions. 

En prenant deux polodies situées dans la même région on peut défor- 
mer l’une d’elles avec continuité en passant par toutes celles intermédiaires 
jusqu’à la faire coincider avec l’autre. 
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Cela ne peut pas être fait pour les polodies situées dans des régions dif-’ 
férentes de l’ellipsoïde. 

Remarquons que chacune de ces courbes peut être parcourue par le 
pôle lorsque les mouvements internes sont nuls. On peut donc prévoir qu’en- 
gendrant des mouvements internes aussi petits que l’on veut, le pôle puisse 
parcourir une courbe dont les spires soient rapprochées aux polodies et que 
cette trajectoire soit telle qu’en partant d’un point d’une polodie on abou- 
tisse à un point d’une autre polodie quelconque appartenant à la même 
région de l’ellipsoide. Les formules qu’on a données le montrent d’une ma- 
nière fort simple. En effet ayant égard à l'intégrale (2.) des équations (1), 
posons 


AD + M: Bg + #12 Cr + m 
(114) Là ris + 1 ya e= L ui oh A ds K ris 


ces quantités seront les cosinus des angles que les axes & ,n,€ forment 
avec l’axe du couple de quantité de mouvement qui est fixe. (Voir Intro- 
duction). 

Résolvons les équations précédentes par rapport à p,g,r et substi- 
tuons les valeurs qu’on trouve dans les équations (1.); on aura 


z dyr Me 

(1 e) Toa (c DNN Yt TR TAF u Y2» 

dY2 Max d Mi Ma 
at = (a — 6) GT D or > ; CNE St 


où kon a posé a = K/A, 0 = KIB , —"K/C. 


Lorsqu'on suppose #1, = M, = m, = O, ces équations deviennent 


r dya dy 
CE e a A Gerl a E a e ara a r » = e a 
c’est à dire elles se réduisent aux équations différentielles du mouvement 
rigide. 
Les équations (1”.) ont les deux intégrales 


ERPE Tia E POAST à Ce T E e 


et la quantité constante e doit être comprise entre a ẹt c, si nous RP 
que la valeur B soit une entie À tt €; 

Si nous nous rapportons à la distinction des polodies qu’on a faite tout 
à l'heure, on aura que le passage des polodies d’une région à celles d’une 
autre a lieu lorsque e franchit la valeur 4. 

Si nous prenons avec JACOBI °” 


aline MOSS SE 


(27) Voir HERMITE: Sur quelques applications des fonctions elliptiques, $ X, XI. 
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les intégrales des équations (1”,) seront 


C 


y= sn[x(é—4),4] ,° = cn[#(4—#), 4], 


| e—a 
me | Pas dn [72 (4) $ k], 
où 4 est une constante et 


CS Aae nus à __q/@—a)(c—e) ! 

re Ve a) G b) , k = (e—a) (c— 6) 
Calculons les dérivées de y, , Y2, Y, par rapport aux constantes 4 et e. On 
aura d’abord 
ta TA ai SN (6 
me =A a EN ae) Mr fa (0 — 0) 
par suite ces dérivées seront des quantités finies. Les dérivées des fonc- 
tions sn, cn, dn par rapport au module deviennent infinies lorsque $ = 1. 
On tire de là que les dérivées de Y,,7,,Y; seront finies si e ne prend par 
les valeurs limites 4 et c. 

Cela posé, employons la méthode des variations des constantes arbi- 
traires, et tâchons de vérifier les équations différentielles (1 ¿) en prenant # 
et e fonctions du temps. 

Ces équations déviennent alors 


Sn Mony Wirepa Hayen 
nr Te nt DD M CO de 07 
11 CY2 to Y2 de rA Hi 
(Te) D dé le St re M Scion an 
8Y3 So dY3 de 


Mr Ma M 
êto df 7 de FD ar OÙ à Him a 


Soient Y: , Ye » Ya Et Yr » Yz y deux systèmes de valeurs de Y,,Y,,"Y; qui 
correspondent à deux valeurs quelconques +’ e +” de 4 —%, et à deux valeurs 
e’ et e” de e comprises entre les limites & et c. On pourra prendre 4 et e 
fonctions du temps de manière qu’en posant t (£) —/#4—4%,(#) on ait 


, a 2 dto eae dto =s 
TENS Tan 1,2 TEER T R2 …, nee ’ Eu, = 


MEE EOE L'eltieæt sr (Pr ebiile — ef) 0, 


g (hs ib 
dt 2 s AEE TET 


2 œ étant la période réelle des fonctions elliptiques correspondant au module 


aaee) 
Keaen 


Alors les fonctions 


= EEA e (6) , a A AARAA , ys = Y; 6 — i C), e H); 
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pour ź = ź, prendront les valeurs y; , Y2, Y3 et pour ź = 4, prendront les va- 
leurs y; , Y2 , Y3 et leurs dérivées par rapport à # et à e seront finies. 

Nous pouvons calculer d’après lés formules (1’”’,) un système de valeurs 
mM, (Ê) , M, (£) , mg (Ê) de m, , Mm, m, qui les vérifient de sorte que ces valeurs 
soient nulles pour = Zinet POULZ —£,. 

Ayant égard aux formules (11,) on tire de là que si pendant le temps 
/,+--1, les mouvements internes sont caractérisés par 7, (£) , m, (t) , m, (€) 
et si les composantes de la rotation du corps au temps #, ont les valeurs 

AY, By Cy: 
M te Ro Te 
au temps Z, elles deviendront | 
AY By Cry 
AR AA e 


bt 


ce qui prouve que le pôle peut passer d’un point d’une polodie à un point 
d'une autre polodie appartenant à la même région de ellipsoïde. 

Mais on peut choisir les fonctions #, (£) et e (¿Æ de sorte que les dérivées 
di |dt , deļdt soient aussi petites que l’on veut de manière que même »,, 
M, m, aient des valeurs absolues plus petites qu’une quantité donnée arbi- 
trairement; donc le passage du pôle peut arriver par des mouvements 
internes aussi petits que l’on veut. 

Nous avons jusqu’ici exclu la valeur e = c qui correspond à un sommet 
de l’ellipsoïde, parce que pour cette valeur ĉy,/?e , ĉy,/?e , ĉy,/?e deviennent infi- 
nies, mais on reconnaît facilement que cette exclusion n’est pas nécessaire. 
En effet il suffit de changer de variable et de prendre y |c —e |= è au lieu 
de e et l’on voit tout de suite que si l’on regarde y, , Y2, Y comme des fonc- 
tions de Z , 4, et à, leurs dérivées par rapport à ę ne sont pas infinies lorsque 

= 0. On peut donc généraliser la proposition précédente en disant que 
par des mouvements internes aussi petits que l’on veut le pôle peut être 
conduit d’un point à un autre situés intérieurement à la même région de 
l’ellipsoïde. 

Le même résultat peut être obtenu d’une autre manière en suivant 
laquelle il n’est pas nécessaire d’exclure les points situés sur les frontières 
des régions dans lesquelles la surface de l’ellipsoïde a été partagée. Il suffit 
pour cela de remarquer que les polodies se rapprochent autant que l’on veut 
aux sommets de l’ellipsoïde et aux frontières qui séparent les régions qu’on 
a envisagées, et en outre d’avoir égard au dernier théorème du 2me §. 

Si À = B, c’est à dire a =% alors # — o, les polodies sont les paral- 
lèles de l’ellipsoïde et les propositions précédentes, valables pour chaque 
région, peut s'étendre à toute la surface de l’ellipsoïde par les mêmes raison- 
nements qu’on vient de faire. 


5. Nous avons calculé dans cet article les composantes du couple de 


quantité de mouvement relatif au mouvement interne, qui correspond à 
un mouvement donné du pôle. 


WwW.rcin.org.pl 


XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes SSI 


Or on peut imaginer d’une infinité de manières des mouvements cy- 
cliques internes qui correspondent aux valeurs trouvées en général pour 
Mı, Mı, Mm. Il suffit pour cela de rappeler, que lorsque les paramètres sont 
constants les équations (10”4) sont équivalentes aux équations (1 ə). 

Prenons maintenant les formules (04) qui deviennent 


n 

mM, = D di Oi, 
I 
n 

m, = D; bi Oi, 
I 
n 

qe >, a bte 
I 


Les fonctions m, , m., m, étant connues, on pourra d’une infinité de ma- 
nières trouver des fonctions &,,&,,--:,@, qui satisfont aux équations 
précédentes. 


Aetaicie:-T:LlE. 


1. Dans les articles précédents nous avons montré que par la méthode 
des approximations successives on peut résoudre la question de déterminer 
le mouvement de rotation du système lorsqu'on connaît le mouvement in- 
terne, et réciproquement on peut déterminer les mouvements internes, la 
rotation du système étant donnée. 

Dans les applications pratiques au mouvement dé la terre, la question 
_ analytique se simplifie, en négligeant des termes très-petits qui paraissent 
dans lies formules générales. 

En effet dans ce cas nous pouvons regarder les moments d’inertie A 
et B égaux et p et g très-petits. 

On pourra supposer que les variations de 7 soient aussi très-petites, 
de sorte qu’en posant 7 = w + € on puisse regarder w comme constant et 
e comme une quantité du même ordre que p et g. Alors de la dernière des 
équations (3.) on tire 


t 
m, = m; — | (m, p — m, q) dt —Ce = m + u, 


où m; désigne une quantité constante. 
Les premières équations (3.) peuvent s'écrire 


4 [e Aco pe + ta), If pote) à 


ag _|C 
g' ‘ANR 


ÊG@+e + Et, 2 + (Ty +m, (o + 9)= b. 
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Si l’on suppose que les termes 


UU UD M:2E M1 C—A C— A 
(12,3 EXT SON OEM TA ET A TT A 


soient négligeables, alors les équations précédentes deviendront 


| De ET i de PA gainea m o)= «, 
AE JE : | 
(4 Erte e a me) =e 


` 


2. Pour réduire les équations différentielles à la forme précédente il 
n’est pas nécessaire de supposer que toutes les quantités (12,) soient négli- 
geables, pourvu qu’on change la variable indépendante. 

Divisons les premières équations (3.) par 7, on aura 


dp C—A Mal. I Kiai 
a aa o AAE Aa 
dq C—A Malle 4 I (Er 
Re eh 
Posons 
t 
.. f rdr 
ré” 


œ étant la valeur de 7 pour # = o. Si nous prenons + pour variable indépen- 
dante, on trouvera 


dp C—A M3 © 1 (dm, 
+0 +7 29 = 7 rA — mo), 
dq C—A M3 © 1 / dm: 
dr | A | A >| aa k zo): 


Désignons par m; la valeur de m, pour T= O, et écrivons 7— œ = £, il 
viendra 


d’où 
dp CISA mg 1 {dm 
| 2 +] o + O =} Te — m, o), 
(Bta) | di C—A d; 
q — ms I M2 
a] A ple DS +m 0), 


v étant donné par la formule 
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Supposons maintenant p,g, très-petits de sorte que par rapport aux 
autres quantités qui paraissent dans les formules on puisse les regarder comme 
des quantités infiniment petites du premier ordre. La formule précédente dé- 
montre que v est infiniment petit du même ordre. Par suite les termes gu, pv 
seront des quantités infiniment petites du second ordre. 

En les négligeant, les équations différentielles (14) deviendront 


End ou D) 
(130) | 
TR era (és vue) 


On a donc réduit les équations différentielles à la forme (13,4) en supposant 
seulement qu’on puisse regarder g , p,e comme des quantités infiniment peti- 
tes du premier ordre et en négligeant les infiniment petits du second ordre. 

Entre les équations (13.4) et (13) il n’y a que la variable indépendante 
qui soit différente. Dans les premières équations on a /, dans les autres on 
a r. Mais remarquons que si l’on pose w = 2 x et si l’on se rapporte au mou- 
vement de la terre Ja variable qui mesure effectivement le temps est +. 

Il est évident que la discussion que nous allons faire des équations 
(13e) est applicable sans aucune modification aux équations (13”.). 


3. Dans les équations (13) on peut supposer que m, et m, soient don- 
nées et qu’on les intègre par rapport à p et g. Au contraire on peut donner 
p et q et déterminer m, et m,. Comme nous avons déjà vu dans les articles 
précédents le premier problème correspond à déterminer le mouvement du 
pôle lorsqu'on connaît le mouvement interne et le second problème se rap- 
porte à la détermination des mouvements internes lorsqu'on connaît le mou- 
vement du pôle. 

Il est évident que si nous voulons appliquer les résultats de M. CHAN- 
DLER (voir l’article V) il faudra avoir égard au second problème. Nous allons 
cependant traiter les deux problèmes ensemble. 

Posons pour simplifier 


LR 78 — "à 


et ajoutons les équations (13.) après avoir multiplié la deuxième équation 
par 2. On aura 


TAE (D ig) = RE + io (m, + im.)] = à + iB 
d’où l’on tire 
(15e) p + ig = ét | f(a + 58) ete dt +c], 
(15°) à On, + im) = eo ist — fi p iB) est dt + D| ; 


C e D étant des constantes arbitraires. 
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4. Dans le cas que nous discutons le pôle est très-peu éloigné de l’extré- 
mité de laxe d'inertie & et dans l’ordre d’approximation dans lequel nous 
envisageons la question nous pouvons supposer que le mouvement ait lieu 
dans le plan tangent à l’ellipsoïde d’inertie conduit par l'extrémité de laxe 
€. Alors on peut regarder les coordonnées £ , n du pôle dans ce plan comme 
proportionnelles à > er g. 

Supposons maintenant que le mouvement du pôle soit décomposable 
dans une série de mouvements harmoniques. 

Avant de développer les conséquences qui découlent de cette hypo- 
thèse nous allons donner quelques définitions. 

Nous concevons un mouvement harmonique comme un mouvement 
d’un point sur une ellipse de manière que le rayon vecteur conduit par le 
centre décrit des aires proportionnelles au temps. La période est la durée 
d’une révolution. 

Si nous envisageons tous les mouvements harmoniques d’une période 
donnée, sans avoir égard à leur amplitude, nous trouverons une infinité de 
mouvements possibles en changeant le rapport de la longueur des axes de 
la trajectoire et leur inclination par rapport à un axe fixe. 

Un point qui pourra se mouvoir dans un plan avec un mouvement har- 
monique d’une période donnée sur des ellipses dont les axes sont dans un 
rapport quelconque et ont une direction quelconque aura toutes les sortes de 
mouvements harmoniques qu’on a considérés précédemment, et pour sim- 
plifier nous dirons qu’il peut prendre un mouvement harmonique quelconque 
de la période donnée. 


5. Cela posé écrivons les formules qu’on trouve dans l’hypothèse que 
nous venons de faire sur le mouvement du pôle. 
On aura 


a = &, + Z(x, cos À, { + a, sin 6), 
B = Bo + E (Bu cos À, £ + Bn sin A, Ż) 
d'où 


ET — @ SR, + DUMP te t S 2 EE Pi 


2 2 
= A, + E (An ent + A, e nt) 
ayant supposé 


: On +Bn til Bn— an) pr _ Um On + À (an + Bn) 
(16) AG = Ge Fo s Aa a P PART E NS 


Par conséquent 


fie + 48) ete dt = | {A et HE (An TE LA, nA 


Ao Ar A, | 1(Ày— Q) As —#(À,+ i 
L Le i p ah i og An to). 
+ FA í (An — P) ii a O + p) i 


26 \ 
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Employons maintenant la formule (15.). Nous trouverons 


p TA ig = eï! + E re shot dE ARE! n fl 1 


— 2 (Àn + 6) 


et en séparant la ch, réelle de la partie imaginaire on aura 
p = À + (C, cos p — C, sin p) 


o 4 (En RE (Br O An Del Soie Bt (sde Bag) sind, t $. 
Aa S 
G7.) i 
de Er y (C, sin ọż + C, cos poć) 


L g (Br An + an p) COS An Z + (Bn An — an p) sin An £ ‘#4 
| pe 


ayant posé C = C, + z2C,. 
De même si nous écrivons D = D, + :D,, on pourra calculer les valeurs 
de m,/A et m,|A, et on trouvera les formules suivantes 


7e = fe + (D,cos cf — D, sin of) 
LE (Bno + an An) COS Àn É — (An An — (By a sin À, / 
À, — w? ; 
(18) 
Ta = = + (D, sin wf + D, cos wf) 


+F (Bn An — An 0) COS An £ — (Bn An + An o) Sin Ant | 


AUS AT 
\ à, o 


6. Les dénominateurs des formules (17.) et (18,) s’annulent lorsqu'on 
a Àn —p, À» = ©. On tire de là que /e pôle peut avoir un mouvement harmo- 
nique quelconque avec une période 2 Tfhn An SÈ ©) tandis qu'il ne peut avoir 
qu'un mouvement harmonique circulaire avec la période 2 Jo. 

En effet si À, = © il faut que l’on ait 


Br = — ayn , a = Ps. 


Donc les termes relatifs à la période 2 m/w qui paraissent dans les expressions 
de pet deg sont de la forme 


D PE a 


COS &f , 
P 


= COS Wź — 8 


sin @/ 
e 


et ils correspondent évidemment à un mouvement harmonique circulaire. 
Si À», = p on doit avoir 


Be = à, , Un = — Ba; 
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par suite les termes de p et g qui sont relatifs à la Herodi 27r/e auront 
la forme 


(C, + #,) cos pt — (C, + %,) sin p#, 
(C, — A) sin pé + (C, — },) cos pé, 


h, et k, étant des quantités arbitraires; et par suite ils correspondent à un 
mouvement harmonique quelconque. 

Si À, a une valeur qui n’est égale ni à p ni à w, on pourra prendre arbi- 
trairement les coefficients &,, Bn , An , Bn et en conséquence le mouvement 
harmonique correspondant sera quelconque. 


C ©. FD. 


7. D’une manière tout à fait analogue à ce que nous avons établi précé- 
demment on pourra dire maintenant qu'il est possible qu’il existe un mou- 
vement interne quelconque de la période À si dans les expressions de #,/A et 
m,JA paraissent des termes de la forme 


m cosit + nsin , "cos À + n’ sin At 


où les coefficients constants #1, n , m’, n’ peuvent avoir des rapports quel- 
conques entre eux. 

En répétant le raisonnement qu’on vient de faire dans le paragra- 
phe précédent on arrive à la conclusion que si le mouvement du pôle est 
décomposable dans une série de mouvements harmoniques, il peut exister 
des mouvements internes quelconques ayant une période différente. de 2 x/e, 
mais il ne peut exister qu'un mouvement interne particulier ayant la période 


2 7Jp. 


8. Nous venons de reconnaître que les périodes 2 x/w , 2 xp sont des 
périodes singulières pour les mouvements du pôle et pour les mouvements 
internes. 

Une autre propriété qui se rattache à ces périodes est la suivante, et 
elle découle immédiatement des formules (17,) et (18.). | 


[27 

À tout mouvement harmonique du pôle ayant la période > f cor- 
n 27 
oo 


\ 


respond un mouvement interne périodique ayant une période égale et réci- 
proquement. Les constantes Qn, An, Bn, Bn définissent les deux mouvements 
indépendamment des mouvements ayant une période différente. 

Au contraire les mouvements internes ne peuvent pas caractériser le mou- 
vement du pôle ayant la période 27e, et le mouvement du pôle ne peut pas 
caractériser les mouvements internes ayant la période 2 r/o. Il peut exister des 
mouvements internes ayant la période 27] qui n'ont aucune influence sur le 
mouvement du pôle. 
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APELCIE LV: 


1. Regardons l’axe OM du mouvement interne comme résultant d’un 
vecteur constant, d’un vecteur variable avec la période 2 mjw, d’un vecteur 


(2) ... 
, 


variable avec la période 2 x/e et enfin des vecteurs OM” , OM varia- 


bles avec les périodes 2 x/X,, 2 T/M,- en supposant 


= à 
MZ}, | 
Les projections de OM®» dans les directions č, n soient les termes ayant 
la période 2 x/À, dans les expressions de #1,/A , m,/A que nous avons trouvées 
dans l’article précédent (voir (18.)). 

Nous allons résoudre la question suivante: déterminer le mouvement de 
l'extremité M® du vecteur OM® étant connu le mouvement du pôle ayant la 
période 2 Tjin = ZTN. 

Il est évident que les formules de l’article précédent nous donneront le 
mouvement de la projection du point M® dans le plan de l'équateur. 

Prenons les plans coordonnés EC et ný de manière que les axes de l’ellipse 
décrite par le pôle dans le mouvement harmonique ayant la période 2 njà 
soient situés dans ces plans. 

Nous aurons 


(à) @ 
À = acos M j T = bsinx 


ayant désigné par p™ et gl) les termes des expressions (17) qui ont la 
période 2 x/À. 


Si ọ et 4 sont les sémiaxes de l’ellipse décrite par le pôle et si on les me- 
sure en secondes d’arcs on aura 


a—tgp  , = tg«. 
Soient «,&', B, B’ les constantes des formules (17,) qui correspondent à la 
période 2 x/À. On aura 


RE = av y “a +Bp—=o, 
Batap=o , B = Go 
d’où l’on déduit 
Xa—O , PS , B—(2AÀ—aphuw , e = (6p — ab) ©. 
Par suite les termes de #,/Ao, m,JAow qui ont la période 2 x/À seront 
m (Gi — ap) o + (Ge— a) à Vers 
AW T: 137.0 SEIS 
m® — (01 — ap) à — (bp — aij w : 
BF ue T a aaa : À. 
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. Les maxima des valeurs absolues de m® Aw correspondent aux va- 


ri # = nn/}, n étant un nombre entier, et sont donnés par 


à 
M _ | (À —ap)o + (bp — a)i 
Aus. a 22? — o? 


Les maxima des valeurs absolues de m®JAo correspondent à 7 = Hantam 


2 À 
Ils sont 
À 
mo) __[ — (À —ap)1—(üp — ab o | 
Ad À2 — w? ki 


d’où l’on tire 


| 2M0 = je ee tuer? | Cu, 
(194) j Le 
| 2 M® = |> SCRA 2 GRIS eE BTA ES 
G À2 — W? . 


js IPRA donc énoncer les propositions suivantes: 
° Si nous projectons sur le plan de l'équateur l'extrémité M® de l'axe 
des mouvements internes partiels dont la période est 27}, la projection m, a 
un mouvement harmonique sur une ellipse dont les axes sont parallèles aux 
axes de l’ellipse décrite par le pôle dans le mouvement harmonique de la même 
période. 
2° Lorsque m, rejoint un sommet de sa trajectoire, le pôle aussi dans le 
mouvement harmonique de la même période rejoint un sommet. 
3° Les longueurs des axes de l'ellipse décrite par le point m, sont don- 
nées par les formules (19 .). i 


3. Le mouvement harmonique du pôle ayant la période 2 x/À est le mou- 
vement résultant de deux mouvements harmoniques de la même période 
qui ont lieu sur les axes č ,n. 

De même le mouvement du point m, peut être obtenu en composant 
deux mouvements harmoniques dont les trajectoires sont les axes coordon- 
nées Ë ,n. 

Le mouvement harmonique du pôle et celui de m, dans la direction Ë auront 
la même phase si la quantité 


A — bp — À 
(204) 3 ATENE TON ( (a +8) 2 + + (a —5 2 


est positive, et ils seront en opposition de phase si la même quantité est négative. 
Le mouvement harmonique du pôle et celui de m; dans la direction n auront 
la même phase si la quantité 


f — (GA — ap) À — (bp — aX — À TA 
(ab), R E N a E re 


est positive; et si elle est négative les deux mouvements seront en opposition de 
phase. 
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Nous supprimons la démonstration de ces propositions qu’on déduit 
aisément des formules précédentes. 


Article V. 


1. Si nous voulons appliquer les résultats précédents au mouvement 
de la terre il faut supposer que 2 x/w représente le jour sidéral. 

On n’a observé aucune variation diurne des latitudes; cela ne signifie 
pas qu'ils n’y ait pas de mouvements internes avec la période diurne, car 
on a vu qu’il peut exister des mouvements internes avec la période 2 m/w qui 
n’ont pas d'influence sur le mouvement du pôle. (Article IV, § 8). 


2. Examinons la période 2 m/p. Nous avons (#) 


d’où, en prenant pour unité de temps le jour sidéral, 


216 ,: 305 b 305 


P o o 


213 M3 
1 T305 Ajs 1+306€, 


Donc 2 x/p est la période eulérienne changée dans le rapport 


I 


O 


773 
Tatia Ta 


Si de telle manière on voulait trouver la période de 430 jours découverte 
par M. CHANDLER ® on devrait avoir 


E aE ET RP A 
305 mS 
n 306 Ca Cu 
d’où 
+ RS 
CNT 7100 


3. Sans discuter ce résultat, appliquons les résultats établis par 
M. CHANDLER dans le N. 329 de «Astronomical Journal» de l’année 1804, 
relativement au mouvement du pôle ayant le période annuelle. 


(28) Nous supposons (C — A)/A = 1/305 sans discuter ici si ce rapport qu’on calcule 
d’après les phénomènes de précession et de nutation ne peut être Tone à cause du mou- 
vement interne. 4 

(*) Cfr. la N.d.R. posta nell’ Introduzione sopra i risultati delle osservazioni moderne, 
che hanno mostrato come la polodia sia in realtà una curva assai irregolare, nella quale 
grossolanamente può riscontrarsi il termine periodico di CHANDLER (oggi portato a 433 
giorni), sovrapposto ad un secondo termine meno importante di periodo annuo. [N.d.R.]. 
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On peut tirer de là les éléments correspondant au mouvement interne 


capable de l’engendrer. 
A cet effet il suffit de substituer dans les formules que nous avons trou- 


vées les valeurs suivantes: 


| OS 2R: 
2m 

| *T 366" 

papm id 

a EEO O 


le jour sidéral étant l’unité de temps. 

En effectuant les calculs, on a approximativement 
BAS ES HOGITE 
10 X 360 X 60 X 60 ’ 


8 
100 X 360 X 60 X 60 


2a = 2tg 9 =27 


2b 2180 = F7 


Il faudra supposer que laxe Ë forme avec le méridien de Greenwich un 
angle de 45°. 
Prenons comme au paragraphe précédent 


A 305 


on trouvera à cause des équations (19.) 


A) 37 ; 
23M; = rs CO, 


A) 27 
2% 10® Co 


si l’on suppose p — 2 7/305; et 


A) 23 
2 Mix PE Co, 


2 M® ME a yr 


103? 
en supposant p = 2 T430. l 

L’axe a de l’ellipse décrite par le pôle forme un angle de 45° avec le méri- 
dien de Greenwich, par conséquent le grand axe de l’ellipse parcourue par 
le point m®) sera située dans le plan méridien qui a la longitude de 45°. 

Remarquons encore que la quantité (20,) est positive et la quantité 
(20’,) est négative. 

En résumant tous ces résultats on peut énoncer les propositions sui- 
vantes: 

Si l’on cherche la variation que doit subir l'axe OM® du mouvement interne 
terrestre (dans l'hypothèse de la non-plasticité de la terre) pour donner au pôle 
le mouvement harmonique étudié par M. Chandler, ayant la période annuelle, 
ON trouve que: 
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1° projetant M® sur l'équateur en m®, ce point décrira une ellipse dont 
le grand axe fait un angle de 45° avec le méridien de Greenwich; 


37 Co, Te ti ou à 


10" 10:9 


2° les axes de cette ellipse seront égaux à 


23 
101° 


Co, -i Co suivant que l'on suppose p = 2 T|305 ou p = 2 r/430; 


3° décomposant le muovement du pôle et celui de m, suivant les direc- 
tions des axes de l'ellipse décrite par le pôle, les deux mouvements dans la 
direction du grand axe auront la même phase et les mouvements dans la 
direction du petit axe auront des phases opposées. 


4. Pour exercice des formules qu’on a données dans l’article précédent 
on peut répéter un calcul analogue à celui qu’on vient de faire pour résoudre 
le problème suivant: 

Supposons qu'il existe un mouvement interne ayant la période de 430 jours. 
Quels sont les éléments de ce muovement pour qu'il soit capable de produire le 
mouvement du pôle étudié par M. Chandler ayant la même période? 

Si nous prenons p = 2 x/305 il faudra substituer dans les formules les 
valeurs suivantes 

NO = 2:72, 
2T 
HE 
Le mouvement du pôle est circulaire et sa demi-amplitude est o”,1, par 
suite 


p=Y—0"1 
d’où approximativement . 


I 


sr 27 10 X 360 X 60 X 60 


et à cause des équations (19.) on aura 


M; F M, = 245 Co, 


10° 


CHAPITRE VI. 


Aperçu sur les perturbations dues à la plasticité de la terre. 


Article I. 


1. Supposons que le mouvement interne soit stationnaire et cherchons 
les perturbations produites par la plasticité sur le mouvement de rotation, 
que nous connaissons par les études que nous avons faites dans le chapitre 
précédent. 


36 
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Nous partirons de l’hypothèse que l'effet dû à la plasticité consiste dans 
la tendance du pôle d'inertie à se rapprocher du pôle de rotation, lorsque 
les deux points ne coïncident pas. Nous discuterons après la loi de ce rap- 


prochement. 


2. Envisageons les résultats de l’article III du chapitre précédent lorsque 
le mouvement interne est stationnaire. On pourra les rapprocher à ceux 
qu'on a trouvés dans le chapitre III sur les petites vibrations du pôle au- 
tour des positions d'équilibre stable dans l'hypothèse que l’ellipsoide d'inertie 
soit un solide de révolution. 

Si le mouvement interne est stationnaire les formules (17,) et (18,) de 


l’article III du chapitre V deviennent 


| 2=— +C, cos pt —C, sin pr, 
{ 
| g = = + Ci sin pf + C, cos pr, 
( Ps T Be 
is 
Me ho | 
FL PAS 
et en posant pour simplifier 
C; C2 
Ex = pe ) C2 = o ? 
on aura 
t4 C, COS pf — cy Sin pf, 
(17) k 
a c, sin pé + c, COS pf. 


La quantité p sera donnée par la formule 


C—A m 
keaten DEN HULT oa 


3. Pour fixer les idées, supposons que m, soit une quantité négative, 
Cest à dire supposons que les projections de laxe du mouvement interne 
et de laxe du couple de quantité de mouvement dû à la rotation de la terre, 
sur laxe terrestre n’aient pas la même direction. Nous discuterons après 
comment on doit modifier les formules lorsqu’on suppose que cette hypo- 
thèse ne soit pas vérifiée. 

Ayant égard qu’une rotation positive a lieu dans le même sens que la 
rotation des aiguilles d’une montre, nous pouvons conduire les deux seg- 
ments OR et OM qui représentent la rotation de la terre et l’axe du mou- 
vement interne en prenant pour origine le centre de la terre. En prolongeant 
les deux segments dans leurs directions positives ils rencontreront respec- 
tivement l’hémisphère sud et l’hémisphère nord. 
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Cela posé, soit OP = 1 un segment ayant la même direction de OR. 
En projetant ce point sur l'équateur en x, on aura que les projections de 
Or sur les axes Ë et n seront p/w , glow. De même soit OS = OM/Ap un 
segment ayant la même direction que 
OM, et soit Z la projection de S sur l’é- 
quateur. 

Les projections de O% sur les axes 
Ë et n seront #,/Abp , m,|Ap. 

Nous pouvons maintenant énoncer 
d'une manière géométrique la loi repré- 
sentée par les formules (1 ;) en disant: Le 
point n tourne avec la vitesse angulaire p 
sur une circonférence ayant h pour centre. 


4. Conduisons une sphère ayant O 
pour centre et dont le rayon soit égal 
à 1. Elle rencontrera l’axe OM dans le 
point M’ et l’axe OR dans le point P. 
Puisque ce point est très-proche du pôle 
d'inertie €, nous pouvons par approxima- 
tion regarder la trajectoire qu’il décrit sur la sphère comme une circonfé- 
rence ayant pour centre le point H de la sphère qui se projette en % sur 
l'équateur. Si nous voulons envisager tous les éléments dans l’émisphère 
nord, il suffit de construire les points €, H’, P’ situés dans une position 
diamétralement opposée aux points ©, H , P. Il est évident que les quatre 
points P’, H’, C',M' appartiennent à l’hémisphère nofd. 

Nous les désignerons par les mots: póle de rotation, centre du mouvement 
polaire, pôle d'inertie, centre du mouvement interne. 

Soit 4’ la projection de H’ sur l'équateur. On aura 


Ok'= Oh, 


par suite 
sin H’ Y = Ok = OS sinM'&, 
d’où 
Si AU SN OM ET DT ns 

(25) eos = Ap  (C=A)o +m 
 Posons 

M = |m F m F mè, 
nous aurons 

m, = —M cosM' Y, 
et par conséquent 4 
de M 
~ (C— A)w—M cos MC ? 


| 
| es Lee "1 
| pHa ( ae MEg 


€ 


(35) 
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5. Nous avons supposé jusqu'ici que m, soit une quantité négative; 
c’est pourquoi on a pris l'intersection de OM avec la sphère sur l'hémisphère 
nord. Si 7, est positif, prolongeons MO du côté du point O jusqu’à rencontrer 
l'hémisphère nord en M’. On appellera toujours ce point le centre du mouve- 
ment interne. Lorsque m, ètait négatif le point €’ était situé entre M’ et H’, 
tandis que dans l’hypothèse actuelle M’ et H’ seront situés du même côté 
par rapport à €. 

Désignons par « et ß les arcs {Ų' M’ et {' H’ et prenons leur origine dans 
le point €’. Les équations (2 f) et (3;) pourront s’écrire 


sin 8 


(29) | #6 «ei 
i M 
| D a (C — A) w + M cos a ? 


(31) |4 = CREME 


A ? 


et l’on prendra le signe supérieur dans le premier cas (m, <0) et le signe 
inférieur dans le second cas (»,>> 0). 


6. En résumant les lois du mouvement du pôle, si l’on suppose les mou- 
vements internes stationnaires, et que l’on néglige la plasticité de la terre, 
on trouve: 

1° Le centre du mouvement interne, le pôle d'inertie et le centre du mou- 
vement polaire sont situés sur un grand cercle de la sphère. 
2° æ et B étant les arcs de grand cercle conduits par le pôle d'inertie et 
les centres du mouvement interne et du mouvement polaire, on a 
sin & 


+ M 


FAT (C — A) © + M cos x 1 


3° Le pôle de rotation parcourt une circonférence autour du centre du 
mouvement polaire avec la vitesse angulaire 


(C — A) © F M cos « 
PRE PRE ere 
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Ces lois représentent d’une manière fort claire l'effet produit par les 
mouvements internes sur le mouvement du pôle. 
En effet s'ils n’existaient pas, le pôle décrirait une circonférence autour 
du pôle d'inertie avec la vitesse angulaire 
C—A 
A 


o; 


par suite les mouvements internes ont une double action, savoir: 
1° Ils changent le centre de rotation du mouvement polaire qui est 
repoussé (ou attiré) du centre des mouvements internes le long du grand 
cercle qui passe par ce point et le pôle d'inertie. 
Le déplacement du centre du mouvement polaire est déterminé par 
l’angle £. 
2° Ils changent la vitesse angulaire de rotation du pôle de 


M cos « 
ESRT 
et ce changement correspond à une variation de la période Eulerienne. Nous 
remarquons enfin que le point H’ correspond à un pôle de rotation perma- 
nent. Nous renvoyons pour cela au chapitre III où lon a discuté et appro- 
fondi cette question. 


ATLE liée, TLI 


1. Nous allons maintenant déterminer les perturbations auxquelles 
seront soumises les lois que nous avons énoncées dans l’article précédent, 
par effet de la plasticité qu’on avait négligée auparavant. 

Prenant le point O pour centre de projection, projetons la surface de la 
terre sur la sphère. Si nous envisageons les phénomènes pendant un inter- 
valle de temps qui ne soit pas trop long, nous pourrons supposer que, même 
si la terre se déforme à cause de sa plasticité, la configuration des mers et 
des continents sur la sphère ne change pas sensiblement, mais il faudra sup- 
poser que le pôle d’inertie se déplace sur la sphère. 

Ce sont donc ces déplacements du pôle d'inertie sur la sphère, la projec- 
tion de la terre sur la sphère étant fixe, qui décèlent sa plasticité. 

On pourra énoncer la propriété que le mouvement interne est station- 
naire en disant que le centre du mouvement interne est un point fixe de la 
sphère et que M = mi +m +m? est constant. 

Nous faisons aussi l’hypothèse que ies points H’, P’, Ọ se maintiennent 
toujours très-proches, de manière qu’on puisse négliger les puissances de 
leurs distances supérieures à la première puissance. Rappelons à ce propos 
que l'analyse de l’article III du chapitre précédent, dont nous employons 
à présent les résultats, est appuyée sur cette hypothése. 

Enfin nous supposerons que l’influence de la plasticité se manifeste 
de manière que le pôle d'inertie tend toujours à s'approcher du pôle de rota- 
tion avec une intensité proportionnelle à la distance entre ces points. 
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D'une façon plus précise nous énoncerons cette loi dans les termes sui- 
vants: 

Le pôle d'inertie se déplace à chaque instant dans la direction de l'axe (de 
rotation) sur le grand cercle qui passe par ce point et par la position occupée 
dans le même temps par le pôle de rotation, avec une vitesse proportionnelle à 
la distance entre ces points ©). 

Le rapport entre la vitesse du pôle d'inertie dans son mouvement 
relatif à la sphère et cette distance sera désigné par et nous l’appellerons 
coeficient de plasticité &. 

Sa valeur sera positive et nous la laisserons indéterminée. 

Nous aurons donc © > u> 0. On peut établir dés à présent la signi- 
fication des cas limites: la valeur  — © correspond au cas de la rigi- 
dité complète; et u = oo au cas de l'adaptation immédiate du sphéroide 
terrestre. 


2. Par les hypothèses qu’on vient de faire le problème de la rotation 
de la terre se présente de la manière suivante: 
On a quatre points situés sur la sphère: M' (centre du mouvement interne), 
& (pôle d'inertie), H’ (centre du mouvement polaire), P’ (pôle de rotation) 
qui suivent dans leurs mouvements sur la sphère les lois suivantes: 
1° M’ est un point fixe de la sphère. 
2° M', Y’, H’ appartiennent à un grand cercle et 


a es PEE UN FM j 
sine M — (C—A)o F Mocosé M 


3° P tourne à chaque instant autour du point H' avec la vitesse an- 
gulaire 


(C— A)o F M cos €’ M’ 
D? À y 


4 © se déplace à chaque instant dans la direction tangente à € P’ avec 
une vitesse égale à w% P’. 

Par ces conditions on pourrait établir tout de suite les équations diffé- 
rentielles du problème. Cependant dans l’article suivant nous le transforme- 
rons de manière qu’on pourra l’aborder par une analyse tout à fait élé- 
mentaire. 


(29) Voir DARWIN, On the influence of the Geological Changes on the Earth's Axis of Rota- 
tion. « Phil. Trans. Roy. Soc.», Vol. 167. 

(30) Voir SCHIAPARELLI, De la rotation de la terre sous l'influence des actions géologiques, 
Saint-Pétersbourg 1889; « Nuovo Cimento », T. 30. S. 3°. Le cas intermédiaire ne correspond 
pas complèment à celui que M. SCHIAPARELLI a discuté. Mais en employant la méthode 
géométrique dont il a fait usage on pourrait l’envisager d’une manière analogue, en ayant 
égard aux résultats du chapitre précédent. On a adopté l’hypothèse qu’on vient d’énoncer 
pour simplifier les calculs des articles suivants. 
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D aaa iÁ 


Artic Feb. 


1. Pour simplifier la question dont nous avons parlé à la fin de l’article 
précédent, nous envisagerons une représentation de la terre sur un plan au 
lieu de la représentation sphérique que nous 
avons considéré. Pour passer de l’une à lau- 
tre de ces représentations nous employerons la 
projection stéréographique. 

Le plan de projection sera le plan tan- 
gent à la sphère dans le point M’ et nous pren- 
drons pour centre de projection le point dia- 
métralement opposé de M’ que nous désigne- 
rons par M”. 

Le pôle étant en M’, soient 0 la colatitude 
et + la longitude des points de la sphère. Alors 
le carré de l’élément linéaire de la sphère sera 


do? = d0° + sin? Odg’? 


et le carré de lélément linéaire dans la projection stéréographique sera 


ds’ = —— (dë + sin? Odo’) 
cos? L 8 
2 
d’où l’on tire 
Cala JR 
da’ cos? 24 6 


`- 


On a supposé qu’on puisse négliger les puissances des arcs €’ H’, H’ P’, P’#, 
supérieures à la première puissance. 

Cela revient à regarder ces arcs comme des quantités infiniment petites. 
C'est pourquoi on pourra dire que par la projection stéréographique leurs 


longueurs ont changé dans le rapport 1/cOS* — à. 


Soient &,, H,, P, les projections stéréographiques des points €, H’, P’; 
nous aurons 


E : à 
CH SE. 
I 
cos? — x 
2 
Mais 
sin 6 H’ 
~ = Fe, 
sin & 


par suite, en remplaçant sin € H’ par l'arc €’ H’, il viendra 


C'H'=+Fe sin « 
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Fesin« 


CH, = =F2etg—«. 


cos? rs a 
D'ailleurs on a 
2 tg — WE DM, 
donc | 


A 
CNE M Ée 


En outre, à cause des propriétés bien connues des projections stéréographi- 
ques, on pourra remarquer que P, tourne autour de H, avec la vitesse an- 
gulaire p. Par suite les lois que nous avons énoncées dans le 1* article, 6ème 
paragraphe, lorsqu'on néglige la plasticité, pourront être remplacées par les 
lois suivantes: 

1° Les projections stéréographiques M’, €, , H, du centre du mouvement 
interne, du pôle, d'inertie, et du centre du mouvement polaire sont situées en 
ligne droite et 


2° La projection stéréographique P, du pôle de rotation décrit une circon- 
Jérence autour du point H, avec la vitesse angulaire p. 


2. Passons maintenant à déterminer des lois analogues en ayant égard 
à la plasticité. 

A cet effet nous allons transformer les expressions de e et de p. 

En posant Q M= D, on aura 


D = 2tg« 
2 
d’où 
fa ie 
cos g = —*— . 
1 + — D? 
4 


Par conséquent nous pourrons écrire 


/ M 
EL nų j 
RERA T, 
(C—Aj)o FM 4 
en: 
(3°) 
ts LD 
(C—A)wT+F M $ 
1 + — D? 
F: 4 
LR A 3 
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On tire de là les quatre lois suivantes qu’on pourra substituer aux lois énoncées 
au $ 3 de l’article précédent. 
On a dans un plan quatre points M',&, ,H,,P, 
1° M’ est ur pont fixe. 
2° M’,6, , H, sont situés en ligne droite et 


Cr H: f- + M 
s i D" 
(Cihan M |" 1 
RER 


ayant désigné M’ par D. 
3° P, tourne à chaque instant autour du point H, avec la vitesse angu- 


laire 
LD: 
e = (C—A) o F M | —— 
dr A 


4° ©, se déplace à chaque instant dans la direction Y, P, avec la vitesse 
uò, où à signifie Y, P,. 
La dernière loi a été obtenue en remarquant que dans la projection sté- 
réographique les vitesses sont changées dans 
le même rapport que les arcs infiniments y] 
petits. 


3. Cela posé, on peut écrire bien aisément 
les équations différentielles du problème. 

Soient x,y des axes orthogonaux fixes 
par rapport au plan où l’on a fait la repré- 
sentation stéréographique, situés dans ce y % 
plan et ayant pour origine le point M’. 
Désignons PE EGIS A PE PEU A les coordonnées des OMIS, Us He 
La deuxième condition énoncée au paragraphe précédent s’écrira 


j X2 — Tı -ay Vami ik 
(47) a o REA A 


et la troisième condition 


a 
D = — p (3—3), 

(57) X 
| gy Paa). 


Le sens de la rotation sera déterminé par l’orientation des axes x, y. Enfin 
de la quatrième condition on déduira 


dx 
| m5 een), 
(67) ETAR 
\ dt = u(y — Y:) 
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4. À cause des équations (47) on aura 
Xa = (HE) , Y=(G+E) y; 


par suite les équations (5 ;) deviendront 


ou | Z =p [(148)y,—y], 
Pi i 
(Z= pkita]. 


On tire de là, en posant A = x° +, 


dA? dx dy ape 
T = ele +9 = 2e +0) y 7%) 
ou bien 
AA ET PRET. 
E Ab LME SiT 


Remarquons que p est une quantité petite et (x, y — y, x) est le double de 
laire du triangle M’ P, %, , c’est pourquoi le rapport 
Xy — Jı% 
A 
sera petit du même ordre que &, P, , d’où Pon tire que les variations de gran- 


deur de A et par suite de D seront petites. En outre dans les expressions 
que nous avons trouvées pour € et p (voir équations (3”/)) le terme 


PRE T 
M 4 


I 
I+ aN DA 
est petit par rapport à (C — A) o. Si donc on envisage le mouvement pendant 
un intervalle de temps qui ne soit trop long on pourra négliger les variations 
de s et de p et par suite on pourra les supposer constantes. 

Nous avons été conduits aux quatre équations différentielles (6 ;) , (5 A 
qu’on pourra regarder comme des équations différentielles à coefficients cons- 
tants. Nous consacrerons l’article suivant à leur intégration. 


Article IW 


1. Nous avons réduit dans l’article précédent les équations différen- 
tielles du mouvement au système 


där 


| dt = UES) 
(6,) | 
| D: i u(y —y,), 
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| Z =o [+n], 
(5'3) | 
| (Z= tn], 


dans lequel p et € peuvent être regardés comme des quantités constantes. 
Pour lintégrer posons 


xml Mean Ex Rat, , 
x, =C," , Yi = K, e”, 
C,C,,K,K, ,z étant des constantes. 
Par la substitution des valeurs précédentes on aura 
C, (2 + u) —Cu =0, 
K, (z + u)— Ku =0, 
Cz + K,p(1+e) — Kọ = 0, 


(75) | 
| — C, pọ (1 +e) + Co -+K =0. 


z sera donc une racine de l’équation de quatrième degré 
Z+U ,; —k, Della 9 
d., ©, A Fus —4 
À dt Sas LE CS 
PIC DR PR PE à 
Cette équation peut s’ecrire aussi de la manière suivante 
(8) zt + 2 us? + (p + p°) 2° F 2p°uez + wpe — 0. 


Soient z’, z”, 221V les racines et C® ,C®, KO, K® un système de valeurs 
de C,C,, K, K; qui vérifient les équations (7) lorsqu'on prend z = 20). 
Nous aurons 


N G) 
x = XM; t, 
(97) ss | : 
y = ÈM: Koe, 
/ 4 i i 
de > M; C. e" ' , 
(107) | 


z 
D 
, 


4 
Yı:= p> M; ès e* 


les quantités M; étant des constantes arbitraires. 
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2. Pour résoudre l'équation (8 ;) posons F € = £’. Elle s’écrira alors 
2° (2 + u)? +p°(c+ue) =0 
d’où 
a(z + u) + ip(e +p) =o. 
Par suite, les racines seront 


a AEA 


s = 
2 
2! us | —u +u +ilp—v) 
0 1 RON - i 
Ur —u—u—1(p +7) : 


2 


gy PUUA A ORE Y) 
2 


ou u et v sont donnès par les formules 


nac EN n 00) pa 
u = eV D STE En AT k 
pi; : | 


les radicaux étant pris dans leurs valeurs absolues. 


3. Examinons plus particulièrement les cas limites envisagés dans l’ar- 
üde II, & 2. 
Si u—o (c'est à dire dans le cas de la rigidité compléte) l'équation 
(87) devient 
A +ptz — 0. 
Deux des racines deviennent égales à ip et deux racines s’annulent. Donc 
le mouvement est périodique et la periodé est 2 x/p, c’est à dire on trouve la 
période eulerienne modifiée de la manière que nous avons vu dans le cha- 
pitre précédent. 
Soit u = oo. En divisant l’équation (8;), par u? et en faisant après 
"4 — © on trouve 
H Foe =0, 
Cela signifie que deux des racines sont infinies et les autres sont + zpe. Donc 


le mouvement est périodique et la période est 2 x/pe = 2 xA/M. Dans ce cas 
les équations (6;) deviennent 


x = X, ; PV Er 


c’est à dire le pôle d’inertie coïncide avec celui de rotation. 
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Il viendra à cause des équations (5/;) 


ia BANAS PAR M LS ER AE 
NU TR e AT 


x =N, cos (+ N) ; y=N,sin( $t +N); 


N, et N étant des constantes arbitraires. Le pôle de rotation décrit donc 
une circonférence autour du centre du mouvement interne avec la vitesse 


angulaire M/A. 


Turin, le 18 octobre 1897. 
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